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KAPITEL 6
UBERPRUFUNG DES BEWEISES

6.1 Vorgehensueise

De; Bewels des Vierfarbensatzes von Appel und Haken ist von
vergleichsweise einfacher Logik, jedoch von grofer kombina=-
torische Komplexitdt, Schuld daran ist vor allem die groSe
Zahl von 485 verschiedenen S=- und L«Situationen; in der lo-
gisch einfachen Entladungsprozedur mufl eine Vielzahl von
FEZllen unterschieden werden, Die sich daraus ergebende groGe
Anzahl von Figuren in der unvermeidlichen Menge U erfordert
eine gleich grofe Anzahl von ReduzibilitZtsnachuweisen. Auch
Reduzibilitdtsnachweise sind logisch ziemlich einfach, aber
sig erfordern die Behandlung sehr vieler verschiedener Rand=-
kreisfdrbungen, und flir viele dieser Randkreisfirbungen wird

gine groBe Zahl von Kempekettenargumsnten bendtigt.

Die Reduktionsberechnungen ven Hand nachzuvellziehen ist
menschenunmiglich, Dies ist leicht einzusehsn, wenn man be-
denkt, daB zur Durchfiihrung der Reduktionen 1200 Stunden
CPU=7eit moderner GroBrechner bentitigt wurden, Die Richtig=-
keit der Reduktionsergebnisse kann praktisch als gesichert
gelten, Viele Mathematiker haben mit verschiedenen Program=
men und verschiedenen Rechnern dieselben Ergebnisse erzielt,
Insbesondere haben Allaire und Swart (3) systematisch alle
reduziblen Figuren gelistet, deren Randldnge kleiner als 11
ist. Fine shnlich erschopfende Berechnung fir Randlédngen von

11 und 12 steht zu erwarten,
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Yon Fortschritten in der Reduktionsthecorie lisBe sich noch
am ghesten eine Vereinfachung des Beweises fir den Vierfar-
bensatz erwarten. Swart versucht zur Zeit, das 5=5~5S=0reisck
zu reduzieren (Abb, 6.1). Dieses Dreieck ist in 942 Figuren
der unvermeidlichen Menge enthalten. Gelinge ss, seins Redu-
zibilitdt nachzuwelsen, dann kdnnten disse 942 Figuren aus

U entfernt werden, Eins noch dramatischers Vereinfachung
wdre moglich, wenn sich die Reduzibilitdt des S5~S5-Paarss

nachweisen lieBe (Abb. 6.1).

*—e

5=5=5=Dreisck Abb., 6.1 S=5=Paar

Die Entladungsprozedur von Appel und Haken 138t sich im Gegen-
satz zu den Reduktionen von Hand nachprifen, nicht zuletzt
deshalb, weil ihre letzte Version von Hand ausgefibhrt wurde.
Der GroBteil der kombinatorischen Details ist in sinem ca.

600 Seiten starken Microfiche-Anhang enthalten, Der Autor
schitzt, daB eine komplette Uberprifung von Hand mindestens
sechs Monate erfordern wiirde (entsprechends Lrfahrungswerte

liegen vor).

Bei der {berpriifung eines solchen Beweises kann man sich ver-
schiedene Vorgehensueisen zu eigen machen., Man kidnnte z.B,
die Haltung der "UngliZubigen" einnehmen und versuchen, den
Vierfarhensatz durch ein Gegenbeispiel zu widerlegen. Dies
ist nicht so abuegig, wie es im ersten Moment klingen mag.

Bis zum Frscheinen des Beuweises von Appel und Haken haben
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mehrere ernst zu nehmende Mathematiker den Vierfarbensatz

fiir falsch gehalten, Edgar Moore z.B. konstruierte Landkarten,
die zur Zeit ihrer Entstshung keine der damals bekannten
reduziblen Figuren enthialtgp. Die Férbung einer solchen
Karte ist keineswegs trivial, 1977 produzierts Moore eins
Karte, die keine reduzible Figur enthdlt, dersen Randlidnge
kleiner als 12 ist (sie enth#lt allerdings einen reduziblen
12er). Diese interessante Tatsache zeigt, dal es keine un=
vermeidliche Menge reduzibler Figuren geben kann, deren maxi-
male Randlinge kleiner als 12 ist. Andererseits haben dis
Figuren aus der Appel/Hakenschen unvermsidlichen Menge eine
maximale Randlinge von 14, Es bleibt also offen, ob dieser
Wert noch auf 13 (mbglich) oder gar 12 (unwahrscheinlich)

erniedrigt werden kann.

Erfolgversprechender wird es wohl sein, sich mit dem Beweis
selbst zu befassen, und dort vor allem mit der Entladungs=-
orozedur. Der Beweis zeigt nicht, wie man die unvermeidliche
Menge U konstruiert, er weist vielmehr nach, daB U bel der
gegebenen Entladungsprozedur P(T, S, L) tatsdchlich unver=-

meidlich ist,.

Entladungssatz fiir P(T, S, L), U: Falls G' U vermeidet, dann

entldadt P(T, S, L) G' vollstédndig.

Da jedes Element von U reduzibel ist, folgt daraus die Nicht-

existenz des minimalen Gegenbeispiels G'.

Fine fcke des Grades i wollen uwir im folgenden mit vy bezeich~

nen., Ihre Anfangsladung (vor Ausfiihrung der Entladungsprozedur)
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sei zo(vi}, ihre Endladung (nach Ausfilhrung der Entladungs-

prozedur) sei z(vi).

Da die Sechserecke zu Beginn der Entladungsprozedur die Ladung
zﬂ(vﬁ) = 0 hat und sie weder Ladung aufnimmt noch abgibt,
folgt unmittelbar z(vé) = 0, Es bleibt also noch zu zeigen,

dag

(A) z(vs)‘ﬁ 0 fir jede Finferacks vg aus G' und da@

(8) z(vi) € 0 flir jede Ecke hBheren Grades v, aus G' (i 27).

In dieser Arbeit wird nur Fall (A) behandelt, Es bleibt also
noch einiges zu tun, zumal der fall der Vg laut Haken der
Fall mit der grdB8ten kombinatorischen Komplexitdt ist, Bei
der vS-Untersuchung haben uir schon im letzten Kapitel nach
der Zahl g der Nachbarn hoheren Grades untsrschieden, Fir
alle Falle mit M = 0 konnten wir zeigen, daB die zentrale Vg
einer reduziblen Figur angehort, Reduzible Figuren fanden
sich auch in fUnf der zehn Félle mit m = 1. Zwei wesitsre
Fdlle konnten wir nach Einfihrung der T-Entladungen vollstin~
dig entladen; dies kann sich jedoch infolge der S=Situationen

gedndert haben,

Von der grtBten kombinatorischen Komplexitdat ist der Fall

M= 3; hier treten auch die melsten Fehler auf., Der Autor

hat die umfangreichen Fallunterscheidungen bis einschlie@lich
M= 4 von Hand nachgeprift und ist dabei auf drei Arten von
Fehlern gestoBen: es sind FdElls behandelt worden, die gar
nicht auftreten k8nnen (ein harmloser Fehler), es sind Fi3lle

falsch behandelt worden, und es sind FElle nicht behandelt
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worden, ocbwohl sie aufireten kdnnen = gemau wies bei Kemps.

Allerdings sind die Konsequenzen nicht so bitter wie bei
Kempe, denn in den meisten Fillen war eine Reparatur ohne
weiteres moglich, Einige F#lle allerdings erwiesen sich als
nicht reparierbar; um diese Fehler zu entschidrfen, hat Haken
seine Entladungsprozedur an sinigen Stellen gedndert. Es

hat sich allerdings wedser an der Zahl der T~ noch an der
Zahl der S« oder L-Situationen etwas geindert, Es wurden
lediglich die Defimnitionen einzslner S- und L~Situationen

gedndert (11).

Menschen kinnen ermiiden; dies gilt sowohl fir Appel und Haken
bei der Niederschrift der vielen tausend FallaufzZhlungen

als auch flr jeden, der disse Fallaufzdhlungen veon Hand nach-
prifen mdchte, Computer ermiiden nicht, und machen fast nismals
Fehler bei der Ausfilhrung eines logisch korrekten Algorithmus
(vorausgesetzt, dieser Algorithmus ist richtig implementiert).
Es lag deshalb nahe, den Computer nicht nur zur Uberpriifung
der Reduktionen, sondern auéh zur Uberpriifung der Entladungs=-

orozedur einzusetzen.,

Das im folgenden vorgestellte Programm leistet eine solche
Uberpriifung, Zwar ist ss in der jetzigen Form nur auf die
Vg=Entladung anwendbar, doch kann es, so glaubt der Autor,
ohne grdBere Schwierigkeiten (und unter Ausnutzung der bg-

stehenden Datenbestinde) flir die Uberpriifung von Fall (B)

modifiziert werden,
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t6.2 Datenstruktursn

In diesem und den folgenden Abschnitten werden dis Datenstruk=
turen und Algorithmen vorgestellt, die im Programm ENTLADUNG
(s. Anhang) Verwendung finden, Dabei handelt es sich um einen
Uberblick, nicht um eine erschfpfende Darstellung aller pro=-
grammtechnischen Einzelheiten. Letzteres wirde beim Leser eine
griindliche Kenntnis der verwendeten Datenbasis vore ssetzen,
also der unvermeidlichen Msnge reduzibler Figuren, der Te, S=-
und L=Situationen sowie einiger weiterer Tabellen, dis im
Microfiche=Anhang zum Beweis enthalten sind - insgesamt etua
2500 individuelle Zeichnungen, Dabei miiBte eine Reihe bisher
nicht diskutierter Sonderfdlle und Ausnahmesitutionen behandelt
werden (siehe z,8. (6), 5. 439), die zwar flir die Logik der
{iberpriifung irrelevant sind, in einer konkrsten Implementie-

rung jedoch berilicksichtigt werden missen.

Es muB erwdhnt werden, daf einige der Sonderregeln nicht im=
plementiert worden sind, da dies einen unverhdltnism&Big

hohen Aufwand erfordert hidtte. Ein Beispiel dafir sind die
Aufspaltungsregeln bei T-Situationen (siehe Abb. 5.8), die
schuierig zu implementieren sind, wsil sie einen nicht~lockalen
Aspekt in das Problem einbringen, Im allgemeinen ist das
Programm ENTLADUNG "eckenbezogen": Ecken werden entfernt,
hinzugefligt, miteinander identifiziert, gntladen und aufge-
laden, Die Kante kommt als Datenstruktur Gberhaupt nicht

vor, das Gebiet (im Falle einer Triangulation immer ein Dreiesck)
ebenfalls nicht. Das muB nicht so sein, doch hat die Ecke

im Vergleich zur Kante oder zum Gebiet die einfachste Datenw

struktur.,




76

Bei den wenigen nicht implementierten Bestandteilen das QOri-
ginalproblems wurde jedoch sorgf#ltig darauf geachtet, da8
sich das Programm stets "auf der sicheren Seite" befand,

Dies bedeutet, daB es unter Umstdnden zu einer Behandlung
unmdglicher FElle kommt, jedoch niemals zu einer Nichtbehand=
lung moglicher FZlle. In der Praxis heiBt das, daB die vom
Programm als "kritisch™ bezeichneten F3Elle noch sinmal von
Hand nachuntersucht werden miissen, was bei der verschwindenden

Anzahl dieser FZlle keine allzu groBe Belastung darstellt,

Das Programm ist in Pascal geschrieben, einer Programmier-
sprache, die innerhalb eines kleinen, effizienten Sprachume
fangs fortgeschrittene Mdglichkeiten zur Strukturierumg von
Daten und zur Modularisferung logisch getrennter Programm=
teile bietet, Die Syntax hHlt sich an den Jensen/Wirth-Stan-
dard, wie er in "pPascal = User Manual and Report? definiert
ist; damit dirfte die Portabilit&t gesichert sein., Die fol=-
genden Programmbeispiele verwenden Pascal-Syntax bzw. eine
Art informelles Pseudo=Pascal, wenn dadurch algorithmische

Strukturen besser verdseutlicht werden,

Bei der Auswahl einer geeigneten Datenstruktur fiir Graphen
muB man von der Information ausgshen, die man darstellen
méchte, Die beliebte Adjezenzmatrix z.B., in der das Element
(i, 3) gleich 1 ist, falls die Ecke i der Ecke J benachbart
ist, ansonsten 0, ist zwar einfach zu implementiersen, enthilt
jedoch keinerlei Information Uber die Grade der Ecken oder
Uber die aAnordnung der Nachbarn fir geine gegebene Ecke, Der

Autor hat sich fiur die in Abb. 6.2 gezeigten Datenstrukturen

antschieden,
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const MehrAlsé = 1; (% Grad 5 oder hSher =
flehrtAlsS = 2; (% Grad & oder hidher =
MehrAlst = 33 (% Grad 7 oder hoher =
MehrtAls? = 4; (% Grad 8 oder hiher =
MaxGrad = 9; (% hochster Grad einsr Ecke %)
MaxGraph = 63; (% soviel Ecken hat der grtBte Graph %)
type Bereich = 0O..MaxGraph;
Teilbereich = 1..Max8raph;
Valenz = 0.,.MaxGrad;
Teilvalenz = 1,.MaxGrad;
Kopfsatz = record
Seits : integer;
Nummer : integer;
Eckenzahl : Bereich;
symmetrisch: boolean;
Ladung : integer;
Yollecken @ Bereich;
RZahl : 0..5;
struktur  : array[5..MaxGrad] of Bereich
end;
Eckenfeld = array(Teilvalenz] of Bereich;
Eckensatz = record
Grad + Yalenz;
Nachbarn: Valenz;
partner : Bereich;
Liste :+ Ecksnfeld
end;
GCraphsatz = record
Kopf : Kopfsatz;
fcke : array[Teilbereich] of Eckensatz
end3;

an——

Abb, 6.2 Datenstrukturen fir Graphen
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In den 5=, L- und T=-Situationen kommen keine Fcken der Grade
10 oder 11 vor; deshalb kdnnen wir den maximalen Grad mit 9
ansetzen, Dies ergibt finf vollstindigq spezifizierte Grade:
5, 6, 7, B und 9, Die teilweise spezifizierten Grade werden

der Einfachheit halber mit den Zahlen 1 bis 4 gleichgesetzt.

'Kopfsatz' enthdlt einige notwendige und niitzliche Global-
informationen iUber den Graphen, 'Seite! und 'Nummer' srmig=-
lichen eine eindeutige Identifizierung; sie entsprechsn der
Tabellenorganisation im Beweis von Appel und Haken, Die 'Ecken-
zahl' gibt an, aus wieviel Ecken der Graph besteht. 'symme-
trisch' wird true, falls die S-U-Kante, entlang der Ladung

transferiert wird, Teil einer Symmetrieachse durch den Graphen

ist, ansonsten false. Die 'Ladung' ist die der zentralen
Finferecke des Graphen. 'Uollecken'! ist gleich der Zahl der
Ecken mit vollstdndig spezifizierten Graden. 'RZahl'! ist
gleich der Zahl der Kanten, entlang denen die zentrale Fiine
ferecke reguldr entlddt., Das Feld !'Struktur' gibt an, wie-
viel Finfer-, Sechser~, Siebener-, Achter- und Neunerecken

der Graph enthdlt,

'Fckensatz!' enthilt notwendige Lokalinformation Uber eine
Ecke, Neben dem 'Grad! ist die Anzahl der 'Nachbarn'! von
Interesse, Die Variable 'Partnmer! wird bendtigt, wenn dis

Ecke mit einer anderen Ecke identifiziert werden soll, Das
Feld 'Liste! schlieBlich enthdlt die Namen der Nachbarecken
(wobei der Name einfach die Ordnungszahl der Eckenbeschreibung
innerhalb der Graphbeschreibung ist); die Reihenfolge der
Nachbarecken muf einheitlich im ganzen Graphen entweder im

oder gegen den Uhrzeigersinn gewdhlt sein,
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Seits Nummer Fokenzahl
'St fir symmetrisch

\\ ;

Tm1 & B0 = | adun
a5 bcdef ===
£ bS caf
cb dab
d2 eac
el fad
#////'53 bae
N

Name Grad Listse

d @

[ 4 A3

Abb, 6.3 Reprédsentation eines Graphen

In Abb, 6.3 ist ein einfacher Graph in geometrischer und

analytischer Form dargestellt., Letzters konstituiert in estuas
anderer Form auch den Input fir das Programm 'Entladung’,

Die Benennung der Ecken ist willkiirlich, sie mul lediglich
mit ta'! beginnen und darf keine Lijcken aufweisen (ein feh=-

lendes 'b' stwa). Man beachte, daB die 'Listen! einheitlich

gegen den Uhrzeigersinn angelegt sind; die Gegenrichtung
wdre sbenfalls mdglich gewesen, Richtung und CGegenrichtung

korrespondieren zu der Aussage, ob ein Graph in einem anderen

Graphen normal oder reflektiert enthalten ist,

Physikalisch hat eine 'Liste! neun Elemente, logisch hat sie
soviel Elemente, wie der Grad der Ecke angibt, zu der sie

gehrt, Die logische Linge der 'Listen' der Ecken a und b

ist also 5, die der Ecke c ist 6, Die logische LEnge der

'"Listen! der teiluweise spezifizierten Ecken ist immer gleich

der maximalen L#nge, alsc 9. Hat eine Ecke weniger Nachbarn
als ihre logische Linge angibt, so werden die restlichen
Listenelemente mit Leerstellen (in der Implementierung mit
dem Zahlenwert 0) besetzt., Diese Leerstellen entsprechen der

Tatsachs, daB der Grad der Randkreisecken unbekannt ist,




Die restlichen Daten (wie z.B, 'Vollecken' oder 'Struktur!')

sind eine Funktion der schon vorgestellten Fingangsdaten,

5ie werden deshalb innerhalb des Programms berechnet.

Der Auteor hat sich der Mihsal unterzogen, mehrere tausend
solcher Darstellungen dem Computer einzugeben, Dabei konnten
Eingabefehler natiirlich nicht ausbleiben. Daher wurde ein
Programm entwickelt, welches die Eingabedaten auf Konsistenz
Uberprift (dieses Programm ist hier nicht wiedergegeben).
Eine solche Uberpriifung ist miglich, da in der gewdhlten
Beschreibungsform einige Redundanz vorhanden ist, Die Tat-
sache beispislsweise, dal die Ecke a fUnf Nachbarn hat, kann
man entwedsr direkt der Eckenbeschreibung von a entnehman
oder indirekt, indem man z&#hlt, wie oft a in den Listen der
anderen Ecken vorkommt, Beide Werte missen natiitrlich Uber-

sinstimmen,
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5,3 Randkreise

Im folgenden wollen wir unter einem Randkreis stets den Rand=-
kreis der zu entladenden Finferecke verstehen. Die Randkreis-
acken kdnnen Finferecken, Sechssreckan oder Ecken h8heren (Grades
sein; die Ecken hBheren Grades brauchen wir nicht weiter zu
differenzieren, da der Entladungswert unabhingig vom Grad
giner solchen Ecke ist, Randkreise werden wir kiinftig auler
durch Diagramme auch durch Angabe der Grade der Randkreis-
ecken charakterisieren, wobel wir den Grad 5 durch das Symbol
'5', den Grad 6 durch das Symbol '6' und hidhere Grade durch
das Symbol 'U! darstellen werden. Der Randkreis des in Abb,
6.3 dargestellten Graphen 188t sich beispielsweise durch den
Ausdruck

56 UUU

charakterisieren,

Wenn wir den Fall (A) des Entladungssatzes Uberprifen wollen,
dann miissen wir alle mBglichen Randkreise untersuchen; ent-
weder entlidt die zentrale Finferecke vollstidndig, oder der
Graph, zu dem der Randkreis gehfrt, mu8 eine reduzible Figur

der unvermeidlichen Menge enthalten, Mit dieser Aufgabenstellung
ktnnen wir bereits das erste 'Programm! formulieren:

erzeuge einen Graphen, bestehend aus vg und Randkreis 5 5 5 5

repeat

untersuche den Graphen auf vollstdndige Entladung oder
reduziblen Teilgraphen;

erzeuge einen Graphen, bestehend aus vg und dem lexi-
kographisch nichsten Randkrels

until alle Randkreise erzeunt
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Die lexikographische Ordnung seil dabei wie Folgt definiert:

55 555
55556
5555y
55565
55 5¢86 58

Bei finf "Stellen" und drei mdglichen "Werten! pro Stelle
erhalten wir so 35 = 243 Randkreiss, Die meisten dieser Rand=-
kreise sind allsrdings zyklische Permutationen und Reflexicnen
anderer Randkreise, So entsteht z.B8, der Randkreis 6 & U U U

aus dem Randkreis 5 6 U U 0 durch Reflexion und anschlisBends

Rotation um eine Ecke gegen den Uhrzeigersinn,

£s ist klar, daB wir nur die wesentlich verschiedenen Rand=-

kreise zu betrachten brauchen, Davon gibt es genau 39:

5 6 66 66 guuuu
5 5 6 6 6 U
g 6§ 6 6 U U
& 66 UBU
6 6 6 U UU
U 5 U6 UU
e uyuu

M CC MO OO C OO O M OO oW

UMMM UIOaWoUTa oo o @ oo ova
Com MmOy e vttt Al an v on
Ch e

COMUMOCDoM Mo C OO i d

O R IO C MV N M Mg

| SO S Sl Vg gl A1 SV e
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Diese 39 Randkreise werden sukzessive dynamisch abgespeichert,
Der Pointer 'Reihe' zeigt dabei immer auf den zuletzt abge=-
speicherten Randkreis; er wird in der Prozedur 'initialisiere!
zu nil gesetzt, Die Prozedur 'initialisiere' erzsugt auch den
ersten Randkreis (5 5 5 S5 5), In der Prozedur 'erzeuge' wird
soclange der lexikographisch n#dchste Randkreis srzeugt, bis
dieser sich wesentlich von allen in der 'Reihe'! abgespeicherten
Randkreisen unterscheidet; ist dies nicht m&glich, so setzt

die Prozedur die boolesche VYariable 'allesprobiert! zu true,

andernfalls zu false,

Die VYariable 'Kreis'! enthdlt den jeweils zu untersuchenden
Randkreis, Um Speicherplatz zu sparen, haben Randkreise sinen

eigenen Datentyp:

type Kreiswert = (fuenf, sechs, mittel, klein, regulaer);
Kreisrand = array 2..6 of Kreiswert;

var Kreisy Kreisrand;
Graph: Graphsatz;

Der Randkreis wird mit 2 bis 6 indiziert; die 1 bleibt der
zentralen Filnferecke vorbehalten, Das Symbol 'U' entspricht
dem Kreiswert 'mittel!; die restlichen Kreiswerte werden
spiter behandelt, Der zusitzliche Datentyp macht es erfor-
derlich, in einer Prozedur 'umwandle' den Randkreis in einen
Graphen mit zentraler Fiinferecke sowie entsprechenden Nach-
barecken umzuwandeln, In derselben Prozedur wird auch die
Anfangsladung der Zentralecke bestimmt; diese wird in den
meisten Fillen 60 sein, wenn jedoch die Lemmata (5-6-6) oder
(6=6=6) zur Anwendung kommen, kann sich dieser Uert auch

erniedrigen.
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Die eigentliche Arbeit geschieht in der Prozedur 'entlade!'.
Diese versucht, dis Zentralecke vollstindig zu entladen bzu.
ginen reduziblen Teilgraphen zu finden; das Ergebnis wird

auf Drucker bzw., Monitor ausgegeben,

Wir sind nunmehr in der Lage, den anfinglichen Programmentwurf

zu formalisieren:

begin (% Entladung =)
initialisiere(Kreis, Reihe);
repeat
umwandle(Kreis, Graph);

entlade(Graph);

erzeuge{Kreis, Reihe, allesprobiert)
until allesprobiert

end (% Entladung =),




85

6.4 Der Verschmelzungsalgorithmus

Abb., 6.4 zeigt eine S- und eine L-Situation.

8322 L687

Abb., 6,4 5= und L-Situation

In den Diagrammen, welche dis S- und L=Situaticnen definiesren,
ist jeweils eine 5-~U~Kante x durch Angabe eines Entladungs=-

wertes hervorgehoben. In Abb, 6,4 ist dieser Wert gleich 20

bei der S-Situation Nr., 322 und gleich 35 bei dar L-Situation
Nr, 687. 8322 ist Ubrigens ein Beispiel fiUr esine symmetrischs

Figur,

Sei G eine beliebige Triangulation, und y eine Kante in G,

Dann sagen wir, da@ eine S-Situation C an y angebracht (attached)
ist, falls C so in G enthalten ist, daB ihre hervorgehobene

Kante x mit y identisch ist (diese Definition geht flr L-
Situationen analeg). Intuitiv kann man sich das so vorstellen,
daB zwei Graphen so ibereinander gelegt werden, dal ihre

beiden Kanten x und y aufeinander zu liegen kommen. Dies

erzwingt meistens die paarweise Identifizierung weiterer

Ecken der beiden Graphen. Wir sagen, daB eine S-Situation C

an y angebracht werden kann, falls die miteinander identifi-

ziertsn Ecken aus C und G denselben Grad haben., Sind die
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beiden Graphen derart "verschmolzen'", so haben wir einen

neuen, nicht notuwendigerweise gr&éBeren Graph erhalten. Auf-
gabe des in diesem Abschnitt vorgestellten "Verschmelzungs=
algorithmus" ist es festzustellen, ob eine gegebene S- oder
L-Situation an einer gegebenen Kante angebracht werden kann,
und bejahendenfalls diese Verschmelzung durchzufiihren. Abb.

6.5 zeigt ein Beispiel flr eine solche Verschmelzung.

b

c 4""!'..b f i;"', gt .

A

S021 bn

Abb, 6.5 Anbringen einer S=3ituation

In Abb, 6.5 wird die 5~-Situation Nr., 21 an der Kante x der
Figur A angebracht, Dis Ecke a wird mit der Ecke b' identi-
fiziert, b mit e', e mit ¢! und f mit a', Diese Identifika=-
tionen sind zuldssig, da die jeweils betroffenen Ecken den-
selben Grad haben bzw, = wie bei f und a'! = der Gradbereich
der einen Fcke den der andersn einschlieBt, Eine genaue Dar-
stellung, wann zwei Ecken miteinander identifiziert werden
k8nnen, findet sich in Abb. 6.6; dabei interessiert uns vor-
erst nur die HH1fte oberhalb der Diagonalen = diese enthdlt
den Grad, der in der aus der Verschmelzung hervorgegangenen

Figur (in Abb, 6,5 ist dies C) verwendet wird,

In Abb, 6.5 ist die S=Situation normal angebracht worden,
Uire b eine Ecke hdheren Grades und e eine Flnfsrecke gewesen,

dann wiren b mit ¢! umd e mit e' identifiziert worden - die
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A: anzubringende S-Situaticn bzw, zu findende Teilfigur
B: Figur, an der die 5=Situztion angebracht bzw. in der

die Teilfigur gefunden werden soll

HElfte oberhalb der Diagonalen: S=Situation soll angebracht werden

HElfte unterhalb der Diagonalen: Teilfigur sell gefunden werden

frgebrnis  Bemerkung

leer die heiden Ecken kdnnen nicht miteinander
identifiziert werdsn

* die beidern Ecken ktnnen miteinander identifiziert
werdean

Symbol resultierender Grad siche Symbol/Grad=Tabelle




S-Situation ware reflektiert angebracht worden.

SBetrachten wir nun ein komplizierteres Beispisl, um uns die
Mechanismen des Verschmelzungsalgorithmus zu verdeutlichen,
Die in Abb. 6.7 abgebildste S~S5ituation soll an der a-b=Kante
der sbenfalls dort abgebildeten Figur angebracht werden,

Die Unterstreichungen der Listen entsprechen in ihrer LEnge
der jeweiligen logischen ListenlE ge (wir erinnern uns: disse
war gleich dem Grad der betreffenden Ecks, mit Ausnahme der

teilweise spezifizierten Ecken, wo sie gleich 9 war),

Miteinander identifizierte Ecken wollen wir auch als gepaarte
Ecken bezeichnen. Aus der Aufgabenstellung ergeben sich be-
reits die Paarungen (a,8) und (b,A). Da wir auBerdem die
S=Situation normal anbringen wollen, erhalten wir die Paarung
(f,C). Damit haben wir ein Gebiet der Figur mit einem Gebiset
der S=-Situation identifiziert, und daraus ergeben sich wegen
des Zusammenhangs sowohl der Figur als auch der S-Situation

alle anderen Paarungen zwangsldufig.

£s ist die Aufgabe der Prozedur 'pruefe', solche Paarungen
herzustellen, indem die Namen der gepaarten Ecken in das
jeueils gegnerische 'Partner'-Feld eingetragen werden, Ein
leeres 'pPartner'-fFeld zeigt an, daB die betreffende Ecke mit
keiner anderen Fcke gepaart wurde oder werden konnte, Die
eigentliche Paarung geschieht in der Prozedur 'verbinde'.
Hier werden zuerst die Partner eingetragen, dann wird die
Identifizierungsmatrix (Abb. 6.6) ausgewertst, Sind die Grade
der zu paarenden Ecken inkompatibel, so wird der Crad der

Figurecke gleich Null gesetzt. Dies wird von 'pruefe! srkannt,
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Figur S=Situation
_=Bartner . Liste ___ 31 YT AL oL L S 111 -
B bocdef A b BCDEFGHI
A cafj B a CAT
I dab C F DAa8
gac D 3 EAC
gfad £ JFAD
C aeghijb F AEJKG
hfe G HAFK
xifg H 1AG
fhiclj : c BAH
D bfil J KFE
mlih K GFJ
1k

Abb. 6.7 FErgebnis der Prozedur 'pruefe!
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und der Verschmelzungsalgorithmus terminiert. Sind die Grade

jedoch kompatibel, so wird der in der Matrix gefundene Wert

zum neuen (rad der Figurecke,

So hat z.B. der Prozeduraufruf fverbinde(b, A)' zur Folge,
da8 A in das Partnerfeld von b und b in das Partnerfeld von
A eingetragen werden. Der Grad von b war vor der Paarung nur
teilweise spezifiziert; nach der Paarung hat er den spezifi-

schen Wert 8,

Der Prozedur 'pruefe' wird von aulen dis Kante vorgegeben, an
der die S=Situation angebracht werden soll {Ecken a2 und b).
Der Parameter 'Richtung' bestimmt die dritte Ecke (f, falls
Richtung = normal, und c, falls Richtung = reflektiert).
Damit ist ein Dreisck der Figur mit einem (ebenfalls von
auBen Ubergebenen) Dreieck der S-Situation identifiziert,

Die Prozedur 'pruefe' gewinnt neue Paarungen, indem sie die

Randkreise bereits gepaartsr Ecken zur Deckung bringt, Dazu

missen die beiden Randkreise eine gemeinsame, d.h., bersits
gepaarte, Fcke aufueisen., Diese existiert immer, well wegen
der triangularen Struktur sowohl der Figur als auch der S-
Situation jede gepaarte Ecke zwei Randecken hat, die eben-

falls gepaart sind und mit denen sie ein Dreieck bildet,

Die Prozedur 'pruefe! untersucht die Randkreise aller bereits
gepaarten Ecken der Figur, a ist die erste derartige Ecke,
Ihr Partner ist B. Es muB jetzt also versucht werden, in den
Randkreisen von a und B (implementiert als 'Listen') eine
gemeinsame Fcke zu finden, Hierzu ruft 'pruefe' die Prozedur

'positioniere! auf. 'positioniere! sieht, daB bereits die
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erste Randecke von a, n&mlich b, einen Partner hat, nEmlich
A. Jetzt braucht A nur noch im Randkreis von 8 gefunden zu

werden, und die beiden Randkreise sind korrekt positionierts:

fEcke  Partner Liste

—

s s oo oot
S

a 8 heodef
8 a A1 C

'positionierse' gibt nun die Kontrolle an 'pruefe' zurlick,
'nruefe'! paart durch Aufruf von 'verbinde! die in derselben
Spalte befindlichen Listenelemente, sofern diese nicht bersits
gepaart oder leer sind., Dadurch gewinnen wir die neue Paarung
(c,I), deren Richtigkeit der Leser leicht an Hand der Dia-

gramme von Abb, 6.7 nachpriifen kann,

Die obige Darstellung gilt flr den Fall, daB Richtung = normal
ist. WHre Richtung = reflektiert geswesen, dann wiren die

beiden Randkreise wie folgt positionisrt worden:

Die neue Paarung uire dann (f,I) gewesen.

'pruefe' macht so viele Durchginge durch die Ecken der Figur,
bis in einem Durchgang keine neuen Paarungen mehr aufgetreten

sind, Bei unserem Beispiel treten zwei neues Paarungen auf =

(e,1) und (3,D).
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Da der Verschmelzungsalgorithmus die Figur mit der S-Situa=-
tion zu einer nsuen Figur verschmelzen soll, vergréBern wir
jetzt die Figur um diejenigen Ecken der S=Situaticon, dis ohne
Partner geblieben sind, Dies sind die Ecken €, F, G, H, J
und K; in der vergrdBerten figur tragen sie die Namen n, o,

Py g, T und s, Diese VergrdBerung wird veon der Prozedur 'vor-

bereite' durchgefihrt,

Danach transferieren die Prozeduren 'AlterTeil! und 'NeuerTeil!
die Randkreise der Ecken der S=Situation zu den Partnerscken
der Figur., Die Prozedur 'AlterTeil! befaBt sich mit den talten!
Ecken a bis m; fir jede der gepaarten Ecken (in unserem Bei=-
spiel a, b, ¢, f und j) wird der Randkreis iiber den Randkreis
des jeweiligen Partners positioniert - genau so, wies wir es
bereits durchgefiihrt haben, Steht nun in derselben Spalte ein
nicht=-leeres Listenelement aus der S=~Situation Uber einem
lesren Listenelement aus der Figur, so wird das Listenelement
aus der S~Situation in die Figur Uberncmmen, Abb., 6.8 zeigt

die derart vergr&Berte Figur.

Die Diagramme machen deutlich, was die Prozedur 'pruefe!
nicht zu leisten vermochte: die mit der Verschmelzung ent-
standenen nsuen Nachbarschaftsrelationen sind noch nicht er-
kannt worden., Dieses neuen Relationen sind im Diagramm durch
gepunktete Linien angedeutet; sie ergeben sich aus der For=-

derung, daB die figur trianguliert sein mul,

Da j eine Funferecke ist, mu8 1 zu n benachbart sein, denn
sonst lige keine Triangulation vor. Daraus wiederum folgt,
da8 n und m benachbart sind, denn auch 1 ist eine FUnferecke,

Dasselbe Argument fihrt zur nvachbarschaft von 1 und r.




Ecke __Partner__ Liste ___
a B bcdef
b A cafinopg
c I dabg
d gac
8 gfad
f c aeghijb
9 hfe
h kifg
i Fhklj
h| D bfiln
k mlih
K J
m 1k
n £ zobj
o] F bnrs
p G gbos
q H cbp
T 3 50N
S=Situation
3 K por

Abb, 6.8 Vergr&Berte Figur
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Die gleichzeitige Nachbarschaft von n und m bzw, von 1 und r

kann aber nur dann die Bedingung der tbenheit erfillen, wenn

die Fcken m und r identisch sind. Die strichpunktierte HUlle

soll diese Identit#t symbolisieren. Wdren m und r verschiedenen

Grades, so wirde der verschmelzungsalgorithmus an dieser

Stelle terminieren. In unserem Beispiel k8nnen jedoch m und r

gepaart werden; in der Figurbeschreibung wird die ‘'neue' fcke T



entfernt, und alle ihr folgenden Ecken "rilicken sins auf!,
Die Bezugnahmen auf r in den Listen der andersn Ecken werden
durch Bezugnahmen auf die mit r identische 'altes' Ecke, also
m, ersetzt. Zum SchluB folgt noch aus der Identitit von m

und v, daB s und k benachbart sind,

Die soesben erlZuterte Triangulierung der vergrdBerten Figur
wird von der Prozedur 'vernetze'! wahrgenommen, 'vernetze!
ruft dabel die Prozeduren *hinzufuege' und 'verkleinere!

auf, 'hinzufuege' trdgt die sich aus der Triangulierung er-
gebenden neusen Nachbarschaftsrelationen in die Randkreise
(Listen) der betroffenen Ecken ein, wihrend 'verkleinesrs!
Uberzihlige Fcken {d.,h, wegen Identitit doppelt vorhandene
Fckenbeschreibungen) aus der Figur entfernt und die dadurch
entstandene "Licke" durch "Aufriicken” der lexikographisch
folgenden Ecken schlieBt. Somit sieht unsere endgiiltige Figur

~wie in Abb., 6.9 dargestellt aus,

Ecke Liste . Ecke biste _
a bedef j bfiln
b cafinopg k mlih
c dabg 1 jikmn
d eac m lkron
e gfad n mobil
P f aeghiib o bnmrp
g hfe p gbor
h kifg g chp
i fhkij r pomk

abb. 6.9 Mach der Verschmelzung
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Das hier dargestellte Beispiel ist bewult ausgewihlt vorden,
um eine nachtrigliche Triangulierung zu zeigen, In der Praxis

treten solche FElle selten auf,

Wir sind nun in der Lage, den Verschmelzungsalgerithmus in

sginen Hauptbestandteilen zu skizzisren:

begin (% verschmelze x)
'pruefe', ob Figur und S$=S8ituation miteinander verschmol=
zen werden kdnnen (falls ja, moeglich := true, andernfalls
moeglich = false);

if moeglich then
begin

vergrdlere die Figur um die Zahl der partnerlos
gebliebenen Ecken der S-Situation ('vorbereits');

ergdnze dis Randkreise der alten Figurecken durch
die Randkreise ihrer Partmer ('AlterTeil');

ihernehme als Randkreilse der neusn Figurecken die
Randkreise ihrer Partner ('NeuerTeil');

trianquliers die vergrterte Figur ('!vernstze!) -
falls mBglich, mogeglich := truse, andernfalls
moeglich := false

gnd

——————

end (% verschmelze %)

Die Prozedur 'verschmelze! setzt die Flagge 'moeglich' (Aus~
gabeparameter), je nachdem ob die Verschmelzung gelungen ist
oder nicht, Ist sie gelungen, so enthilt der fin=-/Ausgabe=-
parameter 'Graph! die aus der Verschmelzung von Figur und

S=Situation entstandene neue Figur.
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6.5 Auffinden reduzibler Teilfiguren

Fuir die Aufgabe, in einer Figur eine Teilfigur zu finden,
kdnnen wir Teile des in 6.4 vorgestellten Verschmelzungs-
algorithmus benutzen. Wir hatten gesehen, daB die Prozedur
tpruefe! die Ecken zuweier Figuren paart, soweit dies chne

zusdtzliche Triangulierung midglich ist.

An Stelle einer Figur und einer S=~Situation Ubergeben wir
nun der Prozedur 'pruefe! eine Figur und eine zu findende
Teilfigur als Parameter. Sind nach Beendigung von 'prusfe!

alle Ecken der Teilfigur gepaart, so wissen wir, daB die

Teilfigur vollst&ndig in der Figur enthaltsn ist, Ist die
Teilfigur reduzibel, dann ist auch die sie enthaltends Figur

reduzibel,

Nach diesem Muster arbeitet die Prozedur 'reduziere'!, Sie
‘prueft! flir eine gegebene Figur, ob diese ein Element der
unvermeidlichen Menge reduzibler Figuren enthdlt, Ist Qies
der Fall, so wird die Flagge 'reduzibel' zu true gesetzt und
'Seite! und !'Nummer'! der reduzierenden Figur werden ausge-

geben; andernfalls wird 'reduzibel' zu false gesstzt,

Bei der Suche nach einer Teilfigur wird Ubrigens im Gegensatz
zum Verschmelzungsalgorithmus nicht von der HE1fte oberhalb
der Diagonalen, sondern von der H&Elfte unterhalb der Qiagonalen

der Identifizierungsmatrix (Abb. 6.6) Gebrauch gemacht.
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5,6 Die Prozedur 'entlads!

Die Prozedur 'entlade'! vereinigt die bisher vorgestsllten
Algorithmen zur VYerschmelzung und zum Auffinden von Teilfi-

gursn:

begin {(# entlade %)

drucke den Randkreis (siehe z.8, Output im Anhang);
reduziere den Graphen;

if reduzibel then
drucke Seife und Nummer der reduziblen Teilfigur (z.B. 59=15)

glse
if Zentralecke nicht entladbar durch reguldre Entladg. thean
begin
suche nach L-Situation (Prozedur 'viel');
if erfolglos then
drucke '#x%x%xx ist kritisch!'
else
drucke Nr., der L-Situation (z.8. L411)
end
glse
Eegin
i =13

if Ecke i gehdrt zu Kante requldrer Entladg. then
" begin _—
bringe alle mBglichen S=Situationen an
dieser Kante an und 'entlade' den neuen
Graphen (rekursiver Aufruf!);
mache Kante wieder zu reguli3rsr Kante

end

until (i = 6) or Graph entladen;

if keine S=Situation konnte angebracht werden then
— drucke('entlaedt regulaer')

end

end (% entlade %);
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6,7 Erpebnisss

Wegen des hohen Rechenaufuwandes konnte das Programm in der
zur Verfiigung stehenden Zeit nicht komplett durchgerechnet
werden, Trotz einer Vielzahl implementisrter und hier nicht
im einzelnen wiedergegebener Effizienzkriterien, die die
derechnung essentiell gleicher Situationen vermeiden sollen,
dirfte das Programm immer noch einige zehn Stunden (CPU=Zeit

in Anspruch nehmen,

Mit Hilfe zusdtzlicher Symmetrieliberlegungen und unter Aus=-
nutzung bestimmter Spezialregeln kdnnte dis Laufzeit sicher
noch verringert werden, jedoch nur unter Inkaufnahme einer
nicht durch die Problemstellung bedingten Komplizierung des
Programms, Kompliziertheit kann hdhere Effizienz bedeuten,
hohere Sicherheit bringt sie nicht, Im Gegenteil - in dem
Bemihen, mtglichst effizient zu arbeiten, kdnnten wir nur
allzuleicht FElle (bersehen, Daher wurds beim Programment-
wurf der Sicherheit stets mehr Gesuwicht eingerdumt als der
Effizienz, Nicht zuletzt darum ist auch Pascal als Programe
misrsprache gewdhlt worden, und nicht etwa assembler (die
Reduktionsprogramme von Appel und Haken sind in IBM-Assembler

geschriebean),

In dem bisher produzierten volumintsen Qutput sind nur sehr
wenige 'kritische! Fille enthalten, Darunter sind auch die

bereits von Hand gefundenen Fehler; die anderen 'kritischen!
Fille sind alle auf die Nichtimplementierung geuwisser Spezial-

regeln zuridckzufihren,




99

Fs sind also (bis jetzt) keine neuen Fehler gefundsn worden,
Dies stellt insofern keine {berraschung da, als vier Fiinftel
des Falles (A) des Entladungssatzes vom Autor schonm vor Beginn
dieser Arbeit von Hand iUberpriift worden waren., Der Autor

wird, sobald Fall (A) vollstindig gerechnet worden ist, das
programm auf den bisher nicht Uberpriften Fall (B) (Ecken
htheren Grades) ausdehnen, Hier ist besonders der Fall der
Achterecke intersessant, da disser nach Hakens egigenen Yorten
der kombinatorisch schuwierigste der ganzen Entladungsprozedur
ist, Ist auch Fall (B) durchgsrechnet, so ist die Entladungs-

prozedur von Appel und Haken verifiziert {oder falsifiziert,

je nach Ergebnis).




