KAPITEL &

ENTLADUNGSPROZEDUREN

5,1 Der Graph als elektrisches Netzwerk

Ausgehend von einer Idee von Hessch betrachten wir in einem
Gedankenexperiment Triangulationen als slektrische Netzuwerke,
Die Ecken sollen dabei Tr&dger elektrischer Ladung sein und
die Kanten Leitungen, an denen entlang elektrischs Ladungen
verschoben werdsn kdnnen, Die Triangulation G sei ein mini-
males Gegenbeispiel zum Vierfarbensatz; dann kann sie nur
Ecken vom Grad 5 oder héher enthalten (dies haben wir in

Kapitel 3 beuiesen),

Wenn nun in G jede Ecke vom Grad i die Ladung (6 = i) hat,
und wenn Pi die Anzahl der Ecken vom Grad i ist, dann ergibt
sich eine Gesamtladung zgas von

Zges = P5 = P7 = 2Pg = 3Pg = ..o
Diese Glsichung ist identisch mit der Gleichung, die wir in
Abschnitt 3,1 aus der Eulerschen Formel hergeleitet hatten,
Dort hatten wir auf der rechten Seite die Zahl 12 gehabt,

und somit gilt

deﬁ = 12

Wichtig ist hier nicht die Zahl 12, sondern die Tatsache,

daB die Gesamtladung z positiv ist,

ges
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Die anféngliche Ladungsverteilung bewirkt also, daB nur Fin-
ferecken positiv geladen sind; Sechserecken haben die Ladung
0, Sisbenerecken die Ladung =1 usw, Auf diese Ladungsvertei=-
lung kdnnen wir sinen Algorithmus anwenden, die sogenannte

Entladungsprozedur, welche die Ladungen innerhalb der Triangu=-

lation nach bestimmten Regeln verschiebt,

So konnten wir 2,8, positive Ladung von sinigen positiv ge-
ladensn Finferecken zu einigen negativ geladenen Ecken vom
Grad 7 oder hdher transferieren, Selbstverstdndlich wird
dadurch die (positive) Gesamtladung nicht ver#dndert,

doch kdnnen nun andere Ecken positiv geladsen sein als zu
Beginn der Entladungsprozedur. So haben vielleicht einige
Finferecken all ihre positive Ladung abgegsben (Entladung),
wdhrend einige Ecken vom Crad ?‘ader hoher spviel Ladung
erhalten haben, daB sie positiv geworden sind (Aufladung).
Welche Ecken entladen oder aufgeladen werden, hidngt von der

jewveils gewdhlten Entladungsprozedur ab.

Hat man eine bestimmts Entladungsprozedur gewshlt, so kann
man eine endliche Liste all jener Figuren machen, die nach
Ausfiihrung der Entladungsprozedur Ecken positiver [adung
enthalten, (Natiirlich kann jede dieser Figuren beliebig oft
vorkommen,) Mit anderen Worten: positive Ladung kann nur in
dieser endlichen Figurenmenge vorhanden sein, Da die Cesamt-
ladung stets positiv ist, gibt es auch immer einige Ecken
positiver Ladung. Da nun alle mdglichen Trdger positiver
Ladung in der Figurenmenge enthalten sind, muB jede Triangu=-
lation mindestens eine dieser Figuren enthalten, Dieses Fi-

gurenmenge ist alsoc eine upnvermeidliche Mengse.
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Zweck der Entladungsprozedur ist es, die Ladungen so zu ver-
teilen, daB nach Ausfilhrung der Prozedur alle positiv gela=-
denen Ecken entweder einer reduziblen Figur angshdren oder
benachbart sind (d.h, die Situationen, die positiv geladene
Fcken enthalten, sind entweder identisch mit einer reduziblen
Figur oder enthalten eine solche). Die Existenz einer solchen
fntladungsprozedur wiirde den Yierfarbensatz bsweisen, da ihre
Figurenmenge scwohl upvermeidlich als auch reduzibel wdre.
Falls jedoch nicht alle resultisrenden Figuren reduzibel
gind, haben wir keinen wirklichen Feortschritt erzielt. In

der Tat kann man Kempes unvermeidliche Menge interpretieren
als das Ergebnis der ineffizienten Entladungsprozedur, Uber=-

haupt keins Ladungen zu bswegen,

Zu einer gegebenen Entladungsprozedur gibt es mehr als eine
unvermeidliche Menge, Kempes unvermeidliche Menge bleibt bei
allen Entladungsprozeduren unvermeidlich, denn sie ist die
kleinste unvermeidliche Menge, die man konstruisren kann,
Das Kriterium zur Auswshl einsr "geeigneten" unvermeidlichen
Menge ist die Reduzierbarkeit ihrer Figuren, L&Bt sich in
einer Situation positiver Ladung keins reduzible Figur fin=
den, so muB die Entladungsprozedur so gedndert werden, dal
diese Situation nach der Anderung keine positive Ladung mehr

enthdlt,

Wie wir bereits gesshen haben, ist die Untersuchung siner
Figur auf Reduzierbarkeit BuBerst aufuwendig. Appel und Haken
nannten eine Figur einen "Reduktionsfehler", wenn sie sich
nicht inmnerhalb einer halben Stunde auf siner IBM 370/168

reduzieren lieB8, AuBerdem weigerten sie sich, Figuren zu
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rechnen, die mehr als 14 Randecken hatten, LieB sich die
Aufnahme einer so groBen Figur in die unvermeidliche Menge
nicht umgehen, so wurde die Entladungsprozedur entsprechend
abgedndert. Dies hatte zur Folge, daB manchmal an Stelle
einer groBen Figur mehrere kleinere aufgenommsn wurden, Dsr
Grund fir die Beschrinkung der Randlinge auf 14 ist die Tate-
sache, dal jede zusdtzliche Randecke sowohl dis Rechenzeit
als auch den Speicherbedarf der Reduktionsprogramme um den

Faktor 4 vergrdfBert,

Appel und Haken bemerken hierzu, daB der Umfang der unver=
meidlichen Menge wahrscheinlich umgekehrt proportional zur
Randldnge ihrer Elemente ist., (Die unvermeidliche Menge hat
etwa 1400 Elemente), Ende 1979 gelang es Heesch, die Reduzier-
barkeit der ersten Figuren mit Randlidnge 16 nachzuweisen;
gegenwdrtig (1982) versucht Heesch, Figuren mit Randldnge 17

zu reduzisren.

Fortschritte auf diesem Gebiet sind eng mit Fortschritten in
der Rechnertechnologie gekoppelt. Je schneller und grdGer
der Rechner, desto eher kdnnen aus Effizienzgrinden einge-
fihrte Beschrinkungen fallen gelassen werden, Dies wiederum

kénnte eine Vereinfachung der Entladungsprozedur erméglichen,




5.2 Eins einfache Entladungsprozedur

®

Bevor wir uns der Appel/Hakenschen Entladungsprozedur zuwendsn,
wollen wir uns die Begriffe "Entladungsprozedur" und "unver=
meidliche Menge!" an einem einfachen Beispiel klarmachen,

Dazu betrachten wir eine Triangulation G, deren Ecken vom

Grad i die Ladung (6 = i) tragen. Im folgenden werden wir

die Zweier=-, Dreier=- und VYisrerecken nicht mehr explizit er=-
wdhnen, Diese bersits von Kempe reduzierten Figuren gehidren

zu jeder unvermeidlichen Menge dazu. Ferner wollen wir Ecken

vom Grad 7 oder hoher als "Ecken htheren Grades” bezeichneng

entsprechend heiBen tcken vom Grad 5 oder 6 auch YEcken nie=-

deren Grades".

Gegeben sei folgende Entladungsprozedur P:

Entladungsprozedur P: Transferiere die Ladung 1/5 ven jeder

Flinferecke zu jeder Nachbarecke hdhersn (Gradss,

Fine zu dieser Entladungsprozedur korrespondierende unver-

meidliche Menge ist in Abb, 5.1 uwiedergegeben (mit Randkreisen);
sie besteht aus zwel Figuren, Die eine ist ein Paar von Finfer- %

scken, die durch eine Kante verbunden sind, die andere besteht

aus einer FlUnferecke und einer Sechserecks, ebenfalls durch

eine Kante verbunden,

unvermeidlichen Mengse
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Wir wollen nun zeigen, daB diese beiden Figuren tatsdchlich
unvermeidlich sind, Eine Finferecke kann nur dann positive
Ladung zurlickbehalten, wenn mindestens sine der Nachbarecken
niederen Gradses ist, Dann handelt es sich entweder um eine
Nachbarecke vom Grad 5 oder um eine vom Grad 6; beide Fdlle

werden durch die unvermeidliche Menge abgedeckt,

Eine Sechserecke hat zu Beginn keines Ladung und erhdlt auch

keine wdhrend der Entladungsprozedur,

Eine Siebenerecke kann nur positiv werden, wenn sie mindestens
sechs Nachbarn vom Grad 5 hat; dann missen aber zuei von
ihnen durch eine Kante verbunden sein, und dies entspricht

dem S5=-5~Paar der unvermsidlichen Mengs.

Eine Ecke vom Grad 8 oder nhoher kann nicht pogsitiv werden,
selbst wenn alle ihre Nachbarn Fiinferecken sind., Diss kann

man leicht esinsehen, wenn man sich klar macht, daB die Gleichung

5 -1+ i/5 >0

nur erfiillt ist fir i ¢« 7,5, Ecken mit mehr als 7 Nachbarn
kBnnen also von dieser Prozedur nicht positiv aufgeladen

werden,

Also bhilden das 5=5-~Paar und das S=~6-~Paar eine unvermeidliche
Menge, Leider niitzt das nicht viel, denn beide Figuren sind

irreduzibel.
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5,3 Reduktionshindsrnisse

Obwohl inzwischen mehrere tausend reduzible Figuren bekannt
sind (siehe z.B. die 2669 reduziblen Figuren aus (9)), ist
bis heute noch keine hinreichende Bedingung fiir die Reduzibi-

1itdt einer Figur bekannt,

Hingegen hat Heesch schon vor 1965 die folgenden drei ver-
mutlich hinreichenden Bedingungen fir die Irreduzibilitdt
von Figuren F erkannt, die nicht bereits kleinere reduzible

Figuren enthalten,

1., Eine Figur F ist irreduzibel {mit Ausnahme der Vierer=-
scke), wenn sine innere Ecke von F zu vier oder mehr

Randecken benachbart ist {("Vierbein"}.

2., FEine Figur F ist irreduzibel, wenn eine innere Ecke von
F zu drei nichtkonsekutiven {(d.h, nicht unmittelbar auf=-

einanderfolgenden) Randecken benachbart ist ("Ypsilon").

3. FEine Figur F ist irreduzibel, wenn zwel innere Finfer=
ecken von F einander benachbart sind, sowie zu genau

einer weiteren inneren Ecke von F ("hingendes 5-5-Paar").

(Fir die F3lle 1. und 2. hat Stromguist die D-Irreduzibilitdt

bewiesen.)

£ine Figur, auf die einer dieser drei FiElle zutrifft, nennen

wir ein Reduktionshindernis.




Es ist klar, dal sowohl das Pentagon zaus Kempes unvermeid-
g ,

licher Menge als auch die Figuren der unvermeidlichen Menge
aus Abschnitt 5,2 Raduktionshindernisse sind, trifft doch

auf alle Fall 1. zu,

Fs ist noch nie gelungen, ein Reduktionshindernis zu redu-—
zieren. Man vermutet, daB dies solange zutreffen wird, wie
von dem klassischen Kempskettenargument Gsbrauch gemacht

wird,

Appel und Haken wuBten um diesen Sachverhalt, In dem langen
Prozel, der zum Beuweis des Vierfarbansatzes fihrte, bewiesen
sie zundchst, daB es eine unvermeidlichs Menge gibt, deren
Figuren weder das srste noch das zueite Reduktionshindernis

enthalten; solche Figuren nannten sie gsographisch gut., 1974

verdffentlichten sie den Beweis (4) und lieferten gleich
ginen Algorithmus dazu, un eine derartige Menge zu konstru-

ieren,

Bei der Entladungsprozedur, die sie im Beweis des Vierfar-
bensatzes veruendeten, wurden Figuren, die Reduktionshinder-
nisse enthielten, gar nicht erst auf Reduzibilitdt untersucht;
statt dessen wurde die Entladungsprozedur so abgedndert, dal
die betreffende Figur nicht mehr zu einer Situation positiver

Ladung gehdrte,
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5.4 Die Entladungsprozedur von Appel und Haken

Um Briche zu vermeiden, bsnutzen Appel und Haken in ihrer
Entladungsprozedur einen Multiplikator von 60. Jede Ecke vom
Grad i erh#lt also die Anfangsladung 60(6 - i), Somit haben
Finferecken die Ladqu 60, Sechssrecksn die Ladung 0, Sis=-

benerecken die Ladung =60, usw., Die Gesamtladung ist 720.

Appel und Haken begannen mit einer sehr einfachen Prozedur:

Entladungsprozedur P: Transferiere die Ladung 30 von jedse:

Finferecke zu jeder Nachbarecke hdhsren (Grades,

8eachte, daB nach Ausfihrung dieser Entladungsprozedur Fiunfer-
ecken auch negativ geladen sein kGnnen, im Extremfall bis zu

“‘gﬂa

Nach Ausfiihrung von P (der Transfer von 30 wird von Appel
und Haken auch "regulire" Entladung genannt) sind einige
Finfereckaen noch immer positiv, wdhrend eine Reihe shemals
negativer Ecken hBheren Grades nunmehr positiv sind, UWir
missen die Situationen, in denen diese positiv gsladenen
Ecken vorkommen, daraufhin untersuchen, ob sie reduzible

Figuren snthalten,

Beginnen wir mit den Finferecken, Nach Ausflihrung von P sind

all jene Fiinferecken noch immer positiv, die keinen oder

genau einen Nachbarn hdheren Grades haben, Seifu die Anzahl

der Nachbarn htheren Grades. Dann gibt es F&r/A = 0 acht

wesentlich verschisdene Situationen positiver Ladung (Abb. 5.2),
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(b)

(a)

(f)

(h)

(g)

"

iy

abb.
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(b)
(d)
(h)
(3)

Abb. 5.3
M
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wihrend es fir s = 1 deren zehn sind (Abb., 5.3). Im Falle

p= 0 sind alle Situationen entweder reduzibel oder enthalten
eine der reduziblen Figuren aus Abb, 5.4 (die Bezeichnungen
1=1 und 1=-2 entsprechen der von Appel und Haken gewdhlten
Tabellencrganisation: vor dem B8indestrich steht die 3eite

(1 bis 63), hinter dem Bindestrich die Nummer (1 bis 35) der

reduziblen Figur).

R

Abb. Zwel reduzible Figuren

Im Falle ® = 1 enthalten fiinf Figuren aus Abb, 5.3 sins re-
duzible Figur. Die Figuren (a) und (b) enthalten die Figur
1-1 (den sogenannten Birkhoff=-Diamanten), die Figuren (e)
und (e) enthaltsn die Figur 1-2, und die Figur (f) enthdlt

die reduzible Figur 1-4 aus Abb. 5.5,

Abb, 5.5 Die reduzible Figur 1-4




81

Die anderen finf Figuren sind wedsr reduzibel noch enthalten

sie eine reduzible Figur, Wir wollen solche Figuren kritische

Figuren nennen.,

yon den Ecken htheren Grades missen wir nur die Ecken vom

Grad 7 bis 11 untersuchsn, da die Gleichung

60(6 - i) + 30i > 0O

nur erfillt ist, falls i < 12, Bei den Ecken hShersn Grades

ist die Zahl der Situationen positiver Ladung zu groB, als

daB sie hier wiedergegeben werden kdnnten, Doch auch hier

kann sich der Leser leicht {berzesugen, dal eine ganze Reihe
kritischer Figuren Ubrig blsiben, d.h. Figuren, die keine

Figur aus der Appel/Hakenschen unvermeidlichen Menge reduzibler

Figuren snthalten.

An dieser Stslle #ndern Appel und Haken ihre Entladungspro-
zedur zum srsten Mal. Sie unterscheiden nun zuischen Nahent-
ladungen, bei denen Ladung entlang S~{j=Kanten transferiert
wird (eine S~U=~Kante verbindet eine Finferecke mit einer

Ecke hBheren Grades), und Fernentladungen, bei denen Ladung

von einer Fiinferecke Uber ein, zwel oder drei 6-6-Kanten

hinueg zu sinmer Ecke hBheren Grades transferiert wird (eine

6~6=Kante verbindet zwei Sechserecken)., Die Fernentladungen

werden auch als T-Entladungen bezeichnet (transversal dis=-

chargings), Wir wollen nun die T=Entladungen definieren,
Falls eine der sieben Figuren von Abb, 5.6, uelche wir T=-

Situationen nennen, in unserer Triangulation G enthalten ist,

dann wird Ladung transferiert wie durch die Pfeile angegeben,
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Abb.

5.6

Die sisben T=Situationen




63

Abb, 5.7 Arten der T-Entladung

In Abb. 5.7 sind die verschiedenen Arten der T=Entladung
dargestellt, Der linke Pfeil bedeutet ginen Transfer von
20, der mittlere Pfeil einen Transfer von 10 und der rechte
pfeil einen Transfer von 5. Ein Pfeil ohne Kopf (wie in der
T-Situation T3) zeigt eine T=Entladung an, deren Entladungs=-

wvart noch nicht spezifiziert ist,

Abb., 5.8 verdeutlicht einige Ausnahmseregeln fir den Fall,

dal zwel T=~Entladungen dieselbe Finferecke Uber dieselbs
6=6-Kante verlassen (aber bei verschiedenen Ecken hdheren
Grades ankmm@en). Zeigen einer oder beide Pfeile sine T=Ent=-
ladung des Wertes 20 an, so werden diese Entladungen durch
soclche des Wertes 10 ersetzt. Zeigen beide Pfeile eine T=
Entladung des Wertes 10 an, so werden diese Entladungen durch

solche des Uertes 5 ersetzt.

Fine T=Entladung des Wertes 10 oder 5 nennen wir auch Tl=
Entladung; entsprechend wird eine T-~Entladung des UWertes 20

auch T2-Entladung genannt.

Appel und Haken beweisen nun einige Lemmata iber T=-Entladun=
gen; zwei devon sollen hier wiedergegeben werden, Dabel be=-
zeichnen wir das minimale Gegenbeispiel zum Vierfarbensatz
mit C!' und die unvermeidliche Menge von Appel und Haken mit

U (U kann wegen ihres Umfangs hier nicht aufgelistet werden),
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werden ersetzt

durch

wird srsetzt

durch

Abb., 5.8 Aufspaltung von T-Entladungen
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Lemma (5=6-=6): Hat eine Fiinferecke v in G' drei kaonsekutive

Nachbarn der (Grade 5, 6, 6, dann findet sine T2-Entladung

von v aus Uber die 6-~6~Kante statt (siehe Abb. 5.9).

')

abb, 5,9 Illustration zum Lemma (S=6-=6)

Beweis: Sei 0 eine beliebige Triangulation, und v eine Fine
ferecke in G mit drei konsekutiven Nachbarn der Grade 5, 6,
6, und keine T2=Entladung verlasse v (in G) Uber die 6-6~-
Kante, Dann ist per definiticnem keine der T=-Situaticnen TS5,
T6 oder T7 derart in G enthalten, dal dadurch eine T-Entla=-
dung von v aus iber die 6-6=Kante induziert wirde, Also ent-
hilt G eine der vier Figuren aus Abb, 5.10, und somit eines
der vier Elemente von U, um die in Abb, 5.10 eine Hulls ge-

zoichnet ist, Somit ist G # G', g.=2.d.

abb., 5.10 1Illustration zum Lemma (5=6-6)
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Lemma (6=6-6): Hat eine Flnferecke v in 0! drei konsekutive

Nachharn der Grade 6, 6, 6, dann findet eine T-Entladung von
mindestens 10 von v aus Uber jede der beiden 6-6-Kanten statt.

(siehe Abb. 5.11).

Y

Abb., 5.11 1Illustration zum Lemma (6=5-86)

Beweis: Sei (G einse beliebige Triangulation, und v eine Fin=-
ferecke in G mit drei konsekutiven Nachharn a, b, ¢ vom Grad
6, und keine T-Entladung verlasse v Uber die a=b=Kante. Dann
enthdlt G eine der vier Figuren aus Abb, 5.12. Also enthidlt

G auch eine der Figuren 1-3, 1=6 ader 1=12 aus der unvermeid=
lichen Menge reduzibler Figuren U, und ist somit verschieden

von G', g.e.d.

Abb, 5.12 Illustration zum Lemma (6-6=6)
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mit Hilfe dieser beiden Lemmata kdnnen wir zeigen, daB zusei
der fiUnf kritischen Figuren von Abb., 5.3 nach Einfihrung der
T=Entladungen nummehr unkritisch geworden sind. Abb. 5.13
zeigt, daB die Figuren (h) und (j) vollstindig entladene
Fiinferecken enthalten; dis nicht spezifizisrten T-Entladungen
transferieren entueder 20 oder 10, jedoch nicht 5, wegen'

Lemma (6-6~6),

() (3)

v

Abb, 5,13 Regulidre + T=Entladung

Die T=Entladungen verringern also die anfé@ngliche Ladung von
60 um mindestens 30. AuBerdem entlZdt die zentrale Fiinfer-

gecke noch 30 zu dem Nachbarn hiheren Grades,

Die drei anderen kritischen Figuren haben auch nach Ausfih-
rung der T=Entladungen noch positive Ladung an ihrer zentralen
Fiinferecke, Bei den Ecken htheren QOrades hat sich die lLage
sogar noch verschlechtert - durch die T-Entladungen sind

dort 30 neue kritische Situationen hinzugekommen, wihrend

von den alten kritischen Situationen keine unkritisch geworden
ist, 7wei neue unkritische gegen dreiBig neue kritische Si=-

tuationen - das scheint ein schlechter Tausch zu sein! Doch




die neuen kritischen Situationen sind gr8Ber. als die alten,
und je groBer sie sind, desto gr@Ber ist auch die Wahrschein-

lichkeit, in ihnen reduzible Figuren zu finden.

Appel und Haken entschieden nun, sogenannte "Situationen

kleiner Entladung" einzufiihren, abgekiirzt S-Situationen (small=-

discharging situations), In diesen Situationen entlidt die
Finferecke nicht mehr den regulidren Wert von 30, sondern

je nach Situation einen Yert ven 0, S5, 10, 15, 20 oder 25.
Durch diese MaBnahme sollte eine zu starke Aufladung der
Ecken htheren Grades verhindert werden, Appel und Haken de-

finierten eine Mengs S0 von stwa 70 "primdren S-Situationen”,

Dis S=Situationen verhindertenm nun zuar dis Entetehung "bis=-
artiger" kritischer Situationen bei den Ecken hdheren Grades,
doch gab es nun eine ganze Reihe zusdtzlicher kritischer
Situationen bei den Flnferecken, die nicht mehr genug Ladung
abgeben konnten, Alsoc fihrten Appel und Hakan sogenannte

"Situationen .groBer Entladung" ein, abgekiirzt L-Situationen

(large~discharging situations). In diesen Situationen entlZdt
die Finferecke nicht mehr den regularan”uart von 30, sondsrn

je nach Situation einen Wert von 35, 40, 45, 50, 55 oder 60,

Appel und Haken definierten eine Menge La von Yprimdren L-

Situationen",

Die urspringliche Entladungsprozedur P ist nunmehr eine Funk=-
tion der Menge T der T=Situationen, der Menge SG der S=~Situa=-
tionen und der Menge Ly der L-Situationen. Dies bringen wir

durch die Schreibweise P(T, 3 Lg) zum Ausdruck.,

U’




nach Einflhrung der L-Situationen miissen zus3tzliche S~Si=-

tuationen ausgewZhlt werden, um das Entstshen neuer kritie
scher Situationen bel den Ecken hBheren Grades zu vermeiden.
Dies ergibt eine vergriolBerte Menge S1 (welche SQ enthilt)

und eine verdnderts Entladungsprozedur P(T, 31’ Lﬂ).

Dieser Prozel itsriert solange, bis keine kritischen Situa-
tionen mehr Ubrig sind. Ist diese Bedingung erfillt, so hat
man eine Entladungsprozedur, die eine unvermeidliche Menge

reduzibler Figuren generiert, und dies beweist den Yierfar-

bensatz, Appel und Haken bendStigten drei zusdtzliche Itera-
tionsschritte, d.h. sie endeten mit P(T, S5 LS). Appel und
Haken geben keinen Beweis, daB dieser Algeorithmus terminisren
muB, doch flhren sie in einer detaillierten Diskussion, auf
die einzugehen im Rahmen dieser Arbeit nicht mdglich ist,
gine FUlls von UWahrscheinlichkeitsargumenten an, daB sich

bei "verniinftiger" Wahl der Entscheidungen in der Tat ein
Konvergenzverhalten erzielen 13Bt. (Der interessierte Leser

sei verwiesen an {8), S, 478-486.)

Fs sollte allerdings erwidhnt werden, dal Allaire in seinem
eigenen Beweis (1) zum Vierfarbensatz die Argumente von Appel
und Haken zur Reduktionsuahrscheinlichkeit als '"wenig Uber-
zeugend" bezeichnet, Doch selbst wenn man dem zustimmt, bleibt
es eine Tatsache, da8 dér von Wahrscheinlichkeitsiiberlegungen
geleitete IterationsprozeB schlieBlich zum Ziel geflhrt hat,

wenn auch erst nach vier Jahren,




