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KABITEL 4

REDUZIERBARKEIT

4,17 Definitionen

(Eine rigorosere Darlegung findet sich in Appel/Haken: "The
Existence of Unavoidable Sets of Geographically Good Cone

fic irations",)

Eine Konfiguration ist sin ebener Graph, dessen Ecken durch

Angabe des (Grades oder des Gradbereiches ganz bzu. teiluweise
spezifiziert sind, Solche Konfigurationen werden im folgenden
hauptsdchlich durch Zeichnungen beschrieben, wobei die Grad=
spezifikationen der Ecken durch Symbole verdeutlicht werden,

die auf Heesch zurlickgehen,

L Grad = 5
<; Grad = 6 (kein spezielles Symbol)
®) Grad = 7
a Grad = B
v Grad = B
f} Grad > 5
o Grad > 6
M Grad > 7

Jede Konfiguration ist von einem Randkreis umgeben, dessen
Ecken Randecken heiBen; der Grad der Randecken ist unbekannt,
Beli grdBeren Konfigurationen kann der Randkreis durch Kontakte

und {iberlappungen degenerieren; dennoch wird er als Kreis

gezeichnet, wenn er nicht ohnehin weggelassen wird,
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Die Randldnge ist gleich der Zahl der Randecken; sie ist ein

wichtiges Charakteristikum einer Konfiguration.

In Abb, 4,1 ist dieselbe Konfiguretion zweimal dargestellt:
links ohne, rechts mit Randkreis (im ersteren Fall spricht

man auch von einer geschilten Darstellung). Die Randlinge ist 7,

Abb, 4.1 Geschdlte und ungeschdlte Darstellung

Fine Konfiguration C ist in siner anderen Konfiguration D
enthalten, falls es sine Abbildung von C auf D gibt, so dal
die Nachbarschaftsrslationen und Gradspezifikationen der

fcken von C erhalten bleiben, C wird dann eine Teilkonfigu~

ration von D genannt, Die Abbildung kann die Orientierung
von C erhalten oder umkshren, d.h. C kann in D normal oder

reflektiert enthalten sein, Wollen wir sagen, da8 C normal

in D enthalten ist, so schreiben wir "Cn ist in D enthalfen®;
wollen wir sagen, daB C reflektiert in D enthalten ist (d.h.
daB das Spiegelbild von C in D enthalten ist), dann schreiben
wir "Cr ist in D enthalten", Der Ausdruck "C ist in D ent-
halten" bedeutet, da@ entweder Cn oder Cr in D enthalten ist,
1n Abb. 4.2 ist Konfiguration 8 in den Konfigurationen 8 und

C enthalten (An ist in B enthalten, Ar ist in C enthalten).




Abb. 4.2

Fine Konfiguration ist reduzibel, falls sie in einem Gegen=
beispiel zum Vierfarbensatz nicht enthalten sein kann, andern=-

falls ist sie irreduzibel. Man reduziert eine Konfiguration,

indem man zeigt, daB sie reduzibsl ist,

Fiir das Wort "Konfiguration! werden wir im folgenden auch

das Wort "Figur" gebrauchen,
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4.2 Reduktionsarten

Wir haben bereits gesehen, dal es Kempe gelungen ist, alle
Flemente seiner unvermeidlichen Menge zu reduzieren, mit
Ausnahme des Pentagons. Die Reduzierbarkeit des Pentagons
scheint mit den heutigen Methoden nicht nachweisbar zu sein,
Wdhrend der letzten hundert Jahre sind viele kompetenmte und
noch mehr inkompetente Versuche gemacht worden, den Fehler

in Kempes Beweis zu reparieren, allesamt ohne Erfolg.

Daher haben sich die Vierfarbenforscher schon frithzeitig mit
Figuren beschidftigt, die zwar das Pentagon enthielten, aber
aufBerdem noch weitere Ecken, Es zeigte sich, daB solche gros—
seren Figuren oftmals reduzibel waren, {(ber die Jahre ver=-
feinerten sich die Redukﬁiansmsthaéan, gs bildetes sich eine
regelrechte Reduktionstheorie heraus, und in diesem Abschnitt

sollen die wichtigsten Methoden vorgestellt wsrden,

Wenn wir eine einzslne Ecke (Kempe) oder eine gridBere Figur
(8irkhoff u.a.) reduzieren wollen, so entfernen wir sie zu=-
ndchst aus dem angenommenen minimalen Gegenbeispiel G. Das
so entsteshende "Loch" k#nnen wir entueder leer lassen (uwie
Kempe es tat) oder mit einer anderen Figur auffiillen, die
wveniger Ecken hat als die urspringlich entfernte, Dz der so
entstandene Graph G' in beiden FEllen weniger Ecken hat als

G, ist er auf jeden Fall vierfZrbbar,

Die Figur, die an Stelle der originalen Figur eingesetzt

wird, nennen wir den Reduzenten der originalen Figur. Der

Randkreis des Reduzenten kann auch "degeneriert! sein, d.h,
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{1) es darf eine Kante eingefligt werden zwischen zwei Ecken,
die miteinander noch nicht verbunden sind, sofern dadurch
die Ebenheit des Graphen nicht zerstirt wird;

(2) falls die in (1) bsschriebene Situation existiert, kinnen
die besiden Lcken, statt durch eine Kante verbunden zu

werden, auch zu einer Ecke zusammengefalt werden,

Der Randkreis des Reduzenten kann beliebig degeneriert sein,
sofern nur seine Farbung auf den eriginalen Randkreis iiber~

tragen warden kann,

Betrachten wir noch einmal Kempes Vorgshensweise, Gegeben sei
gin Graph R, dessen Struktur wir kennen, und den wir redu=
zieren mdchten, R seil enthalten in der Triangulation G, un-
serem angenommenen Gegenbeispiel, Der Randkreis von R sei Q.
Wir entfernen R aus 0 und erhalten so den vierfHrbbaren Graphen
G! = G - R, Wir farben §' mit vier Farben, Dies induziert

gine FErbung von . Falls nun die FErbung von {§ auf die Ecken
ven B erweitert wsrden kann (d.h, falls die FHrbung von @

die Vierfdrbung von R nicht verhindert), sc haben wir § vier-

gefirbt, und wir nennen R direkt farbbar,

LEBt sich hingegen dis O=F&drbung nicht auf R esrweitern, so
betrachten wir die Kempeketten, die bei den (~Ecken beginnen,
und veridndern die FiErbung von { durch Farbvertauschung, genau

wie in Kempes Bewels.

Zwei Fragen stellen sich uns nun., Wenn wir Uber die Struktur
von G!' nichts wissen, wie kidnnen wir dann irgendetwas Uber

die durch VYierfdrbung von G' induzierts Fiarbung von § aussagen?
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Schlimmer noch, uwoher kennen wir die Anordnung der Kempeketten
in G!'? Dis Antwort ist einfach: wir wissen weder das sine

noch das andere - und missen daher alle M8glichkeiten durch=
probieren, Falls jede mdgliche (G=F&rbung sofort auf R erweiter=
bar ist, oder nach Farbvertauschung auf R erweiterbar ist,

dann haben wir die Reduzierbarksit vomn R bewiaessan,

£ine (Q~F&arbung, die sofort auf R erweiterbar is*, nennt man

auch gqute FArbung, Die Zahl der mdglichen Randureisfdrbungsn

wdchst mit der Randkreislinge sehr schnell an., So gibt es

fir den in Abb. 4.3 dargestellten Randkreis der Linge 13

66430 wesentlich verschiedene Farbungen; die Zahl der guten
Fdrbungen betrdgt 8044, Wenn x das Verhdltnis der guten Rand-
kreisfidrbungen zur Zahl der m@glichen Randkreisfirbungen ane
gibt, so gilt x = 0,121 fir Abb. 4.3. Wahrscheinlichkeits=~
berechnungen von Appel und Haken haben ergeben, daB fiir x € 10
praktisch keins Chance auf Reduzierbarkeit besteht; fir x & 20
besteht sine sehr gute Chancs, und fiir x 2 30 % kann man die

Reduzierbarksit als fast sicher annehmen,

Abb., 4.3 Reduzible 13er~Figur

of
7




Gegeben sei die Figur R aus Abb, 4.4; sis soll reduziert

wardean,

Dazu missen wir, wenn wir kesinen Reduzenten einsetzen, alle
mBglichen FErbungen des Randkreises bstrachten, Davon gibt
gs zehn wesentlich verschiedene (d.h, ohne durch zyklische
Permutation oder Reflexion entstandene). Berlcksichtigen wir
noch zusdtzlich die stark symmetrische Struktur ven R, so

erhalten wir zwei unterschisdliche FiErbungens

a b o

T2 71 2 3
12 4

o

{3 B QL

Beide FiErbungen lassen sich, wie Abb. 4.5 zeigt, sofort auf

% erweitern, Somit ist B direkt fErbhar,



Abb. 4,5

Wir setzen jetzt an Stelle von R den Reduzsnten S5 aus Abb., 4.6

ein, ein einzelnes Pentagon.

Abb. 4.6

Der Leser mdge S auf alle moglichen Arten firben, die Rand=-
kreisfarben auf R lbertragen, und sich davon Uberzesugen, daB
die Farbung von R vollendet werden kann,., Es gibt genau finf
wesentlich verschiedenes Randkreisfirbungen von S, und alle

sind kompatibel mit R. Unter Berlicksichtigung der Symmstrie
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von R bleibt blof eine FiErbung Ubrig:

abcdoes

Der Reduzent hat die HElfte der Fdrbungen, die wir anfinglich
betrachteten, unmdglich gemacht, und somit auch den Arbeits-
aufwand um die HE81lfte reduziert, Reduzenten erzwingen ganz
bestimmte Fdarbungen von G', und schlisfen damit viele der
moglichen Randfdrbungen aus; dies ist das Hauptmotiv fir

ihren Einsatz,

Wir wollen dieses Konzept noch etuas allgemeiner untersuchen.
Sei J die Menge aller m&glichen Farbschemata (d.h. wesentlich
verschiedenen Firbungen) des Randkreises, Durch F3Erben von R
in jeder mdglichen Weise erhalten wir eine Teilmenge U = J(R),
welche nur diejenigen Schemata enthidlt, die mit R kompatibel
sind, Durch Fdrben von S in jeder mdglichen Weise srhalten

wir eine Teilmenge V = J(S), welche nur diejenigen Schemata
enthdlt, die mit 5 kampétibel sind. Unser Beispiel geniigt

der Bedingung V € U und ist deshalb direkt f#rbbar,

Direkte FZErbbarkeit ist leider selten, Sis ist in Form eines
Venn=Diagramms in Abb. 4.7(a) dargestellt; die typischere
Situation ist jedoch die ven Abb., 4.,7(b). In diesem Fall
ergeben auch die besten Reduzenten noch einige Farbschemata,
die nich%t in U enthalten sind. Wenn es mdglich ist, auch
diese Schemata durch Farbvertauschungen ihrer Kempeketten

in andere Schemata zu Uberfihren, die in U enthalten sind,

so nennt man die derart reduzierte Figur kesttenfirbbar,
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Abb. 4.7 Venn-Diagramme

Die Farbschemata, die auBerhalb von U liegen, lassen sich
meistens nicht "auf sinen Schlag" nach U Uberfihren; daher
wird das Kempekettenargument msistens iterativ gebraucht.
Grundsdtzlich 138t sich der Reduktionsprozess Zhnlich dem
Sieb des Eratosthenes implementisren, doch in der Praxis
werden effizienters Algorithmen eingesetzt. Einen guten Uber=
blick lber solche Algorithmen bisten Allaire und Swart in

"A Systematic Approach to the Determination of Reducible

Configurations in thse Four~Color Conjecturs®,

Die Wahl eines "guten" Reduzenten ist ksineswegs trivial,

Bei den meisten Implementisrungen von Reduktionsalgorithmen
gilt die Devise von "Yersuch und Irrtum®, denn in der Lite=
ratur finden sich nur wenige Kriterien fiir die Auswahl "guter®
Reduzenten, In der Tat nmannten Appel und Haken eine Figur
ginen "Reduktionsfehler" (nicht zu verwechseln mit "irredu-
zibel"), falls sich die Reduzierbarkeit nicht innerhalb ven

30 Minuten auf einer 1BM 370/168 zeigen lieB (90 Minuten auf

einer IBM 370/158).

In der Literatur werden kettenfirbbare Figuren auch als

D-reduzibel bezeichnet, wihrend Figuren, die durch Reduzenten

reduziert werden, auch als C-reduzibel bekannt sind (diese

Bezeichnungen stammen von Heesch),




