22

KAPITEL 3
DIE GESCHICHTE DES VIERFARBENSATZES

Das Vierfarbenproblem scheint erstmals 1852 durch einen eng=-
lischen Studenten formuliert worden zu sein. Der ersts pro-
fessionelle Mathematiker, der sich mit diesem scheinbar so
leichten Problem befaBte, war Augustus de Morgan, De Morgan
konnte jedoch nur besweisen, daB keine sbene Landkarte finf
Ldnder enthdlt, die alle einander benachbart sind., Aus diesem
Resultat 1388t sich jedoch nicht die Richtigkeit des Vierfarben=-

satzes folgern,

Ein Vierteljahrhundert spdter griff Arthur Cayley das Problem
auf und présentierte es der "London Mathematical Socisty”,
wobei er zugab, daB er das Problem nicht hatte l8sen k8nnen,
Knapp ein Jahr spdter, 1879, glaubte Alfred Kempe, ein Anwalt
und Amateurmathematiker, einen Beweis gefunden zu haben; er
verfffentlichte ihn im "American Journal of Mathematics®,
1880 verdffentlichte Tait einen weiteren Beweis, der auf der
Vermutung basierte, jedsr dreifach zusammenhZngende Graph,
dessen Ecken alle vom Grad 3 seisn, besitze einen Kreis, der
durch alle Ecken des Graphen gehe, Tutts widerlegte 1946

diese Vermutung durch ein Gegenbeispiel,

1890 fand Heawocod den Fehler in Kempes Beweis, Eine Reparatur
gelang nicht, jedoch konnte Heawood den Vierfarbensatz fiir
Oberfldchen h&heren Geschlechts verallgemeinern sowie fir

die Ebene ein etwas schudicheres Resultat erzielen ("Finffarben=
satz"), Heawood arbeitete noch weitere 60 Jahre am Vierfarben=-

problem, 1898 formulierte er ein zum Vierfarbenproblem dqui=-




valentes algebraisches Problem, dessen LOsung sich als nicht

minder schwisrig srwies,

1912 formulierte Veblen ein Zguivalentes geometrisches Problem,
Petersen zesigte, dal das Vierfarbenproblem dHguivalent ist zu

dem Problem, die Kanten eines Graphen zu fdrben,

Viele Beweise flUr Spezialfille wurden erbracht, Hier verdient
die "Birkhoffzahl" Erwghnung, die angibt, wieviel LiEnder ein
Gegenbeispiel zum Viserfarbensatz mindestens besitzen midte.
Franklin erhdhte die Birkhoffzahl auf 26, Reynolds auf 28,
dann wieder Franklin auf 32, Spdter machte die Birkhoffzahl
rasch Springs auf 36, 40, 52 und 86, Appel und Hakens srfolge-
reicher Beweis hat dann die Birkhoffzzhl auf unendlich an-

gehobean,
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3.1 Kemoes Bewels

Obwohl Kempes Beweis fehlerhaft ist, enthilt sr sinige wich=
tige Ideen, die auch im erfolgreichen Bewels von Appel und
Haken eine Rolle spielen. Kempe bediente sich der klassischen
mathematischen Beweismethode der "reductio ad absurdum:; er
nahm die Existenz eines Gegenbeispiels zum Vierfarbensatz an

und zeigte, dal diese Annahme zum Widerspruch fihrt,

Kempe konnte davon ausgehen, dal drei Farben zur FiErbung einer
beliebigen Landkarte nicht ausreichen, denn &8s ist ohne weiterss
miglich, vier Ldnder so zu zeichnen, daB alle einander benach=-
bart sind., Ein Gegenbeispiel zum Vierfarbensatz muB also eine
Landkarte sein, die sich nur mit flnf oder mshr Farben fidrben

1a8t,

GCibt es solche Gegenbeispiele, dann gibt es auch ein minimales

Cegenbeispiel, d.h, egin Gegenbeispisel mit der kleinsten Ecken=-

zahl unter allen miglichen Gegenbeispieslen., Entfernt man aus
einem minimalen Gegenbeispiel auch nur eine Ecke, so erhdlt

man eine vierfirbbare Landkarts,

Sei G eine Triangulation mit p Ecken, g Kanten und r Gebieten.
Jedes Gebiet ist ein Dreieck, und somit von genau drei Kanten

begrenzt, Da auBerdem jede Kante zur Begrenzung zweler Gebiete
gehdrt, erhalten wir

2{% o 3?»

Dies setzen wir in die Fulersche Formel p - g + ¢ = 2 ein
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und erhalten

3p + 2g = 3g + 6
3p =g + 6

Nun sei Ps die Anzahl der Ecken vom Grad i, Damit ist die

o

Anzahl der Kanten in G gleich % iéipi. Somit gilt

3p ] §i' &
=3 “ozpi +
6p - gipi =12
gfpi - % ip, =12 (da £ p; = p)
go(a - i) p; =12
4p2 + 393 + 2pé + Pg = Py~ 298 - 3ﬁ9 - Lee = 12

(da G maximal eben ist, gilt Py = Py = 0)

Diese Gleichung ist von grofBer Bedeutung. Sie ist das wich=
tigste Werkzeug im srsten Teil des Beweises, Die einzigen
positiven Terme in der Reihe sind disjenigen mit Poy Pxy Py
'und Pge Mindestens eine dieser Zahlen muB daher gridBer als

Null sein., Mit anderen UYorten: jeder maximal ebene Graph hat

eine Fcke vom Grad 5 oder kleiner,

Dieses Resultat kann nicht verbessert werden; es gibt Graphen,
die keine Ecke vom Grad kleinsr als 5 haben, E£inen solchen
Graphen zu konstruieren ist schwierig, doch zeigt uns die
obige Gleichung, daB ein solcher Graph mindestens 12 S-fEcken

haben muB, Abb, 3,1 gibt dafiir ein Beispiel,.

Unser Graph G muB also mindestens einen der Teilgraphen aus

Abb, 3.2 enthalten.
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Abb, 3.1 Ein Graph, dessen Ecken alle vom Grad 5 sind

—
.
[N
-

Abb, 3.2 Kempes unvermeidliche Menge
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Diese Graphen bilden eine sogenannte unvermeidliche fMengs;

jede Triangulation muB einen von ihnen enthalten,

Sei nun G ein minimales Gegenbeispiel zum Vierfarbensatz.
Dann muB G einen der vier Graphen aus Abb. 3.2 enthalten,
Wir werden jetzt jeden Fall einzeln betrachten und einen
WWiderspruch herbeifiihren, indem wir zeigen, daB G vierfarb=-

bar ist,

1. G enthalte den ersten Graphen aus Abb, 3.2, Sei G!' = G = v,
Dann ist G' vierfdrbbar, da G ein minimales Gegenbeispisl

ist, Da v nur zu zwei Ecken benachbart ist, kann v, wenn es

zu G' wieder hinzugefiigt wird, mit einer dritten Farbe gefirbt

werden, Alsc ist G visrfidrbbar,

2., G enthalte den zweiten Graphen aus Abb, 3.2, Sei G!' = G - v,
Da v nur zu drei Ecken benachbart ist, kann v, wenn es zu
G' wieder hinzugefigt wird, mit einer vierten Farbes gefirbt

verden, Also ist § vierfZrbbar.

3. G enthalte den dritten Graphen aus Abb, 2.3, Wie vorher
entfernen wir v und vierfirben G'. Falls nun die vier zu v
benachbarten £cken nur zuwel oder drei Farben benutzen, so
konnen wir v mit der dritten bzw, vierten Farbe f#irben, und
G ist damit vierfdrbbar, Falls aber alle vier Farben benutzt
werden, miissen wir anders argumentieren, Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit kdnnen wir eine Verteilung der Farben 1,

2, 3 und 4 annehmen wie in Abb. 3.3 gezeigt.

Wir definieren nun eine x,y~Kempekette als sinen Weg, der
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alternierend Uber Ecken der Farben x und y fihrt, Nun kann
es in G' eine 1,3~Kempekette von a nach c geben, oder eine
2,4~Kempekette von b nach d, Man sieht jedoch leicht, da8

wegen der Ebenheit von G!' nicht beide Ketten zugleich exi-

stieren kbnnen,

Nehmen wir nun an, ss gsbe keine 1,3-Kempekette von a nach c,
Dies ist in Abb. 3.4(b) dargestellt (die Argumentation verlHuft

im andsren Fall entsprechend, dargestellt in Abb, 3.4(a)). §

Wir nehmen nun alle Ecken in allen 1,3-Kempsketten, die bei

c beginnen, und #ndern deren Farbe von 1 in 3 bzw, ven 3 in 1,
Wenn alsé der Graph urspriinglich aussah wie der Graph von

Abb, 3.5(a), dann wird er nach dieser Farbvertauschung aus=-
sehen wie der Graph van Abb, 3,5(b). (Dieser Graph ist keine
Triangulation, und kdnnte deshalb nicht G sain§ dennoch ist

er zur Illustration der Farbvertauschung geeignet.)

Die Farbvertauschung ergibt immer noch eine glltige Vierfir=-
bung., Der Leser mige sich klarmachen, daB auch nach der Farb-
vertauschung benachbarte Ecken unterschiedliche Farben haben,
Jedoch benutzen die Ecken a, b, ¢ und d nunmehr lediglich
drei Farben, so daB wir die vierte Farbe flir v verwsnden
kdnnen; somit ist G vierfdrbbar, im Widerspruch zu unserer

Annahme,

Farbvertauschung kann niemals die Vierfirbung eines Graphen
zersttren, Es wire natiirlich auch mdglich geswesen, dis Farben
2 und 4 von Ecke b aus zu vertauschen, doch hitte dies zu

nichts gefihrt: b hdtte die Farbe 4 und d die Farbe 2 bekommen,
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Abb. 3.3 Angenommene Farbverteilung

(&)

Abb, 3.4 Kempeketten

29
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so daB fir v immer noch keine Farbe Ubrig geblieben wire.

Es ist wichtig festzuhalten, daB das Kempekettenargument

kein Wissen iUber die globale Struktur des zu firbenden Graphen
srfordert, obwohl die Farbvertauschung globale Auswirkungen

hat.,

4., G enthalte den vierten Graphen aus abb, 3.,2. Wie vorher
entfernen wir die Ecke v - gine sogenannts S~Fcke oder Penta=-
gon =, erhalten dadurch den Graphen G', vierfdrben G' und
untersuchen die Farbung der Ecken a, b, ¢, d und e, Falls

nur drei Farben benutzt werden, k&nnen wir v mit der vierten
Farbe farben., Falls jedoch die Ecken a, b, ¢, d und e vier
Farben verwenden, miissen wir wiedsr auf das Kempekettenargu=-

ment zurlickgreifen,

In dissem Fall missen zwei der fiUnf Ecken die gleiche Farbe
haben, und diese zwei k&nnen natlrlich nicht benachbart sein.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kdnnen wir sine Farbver-

teilung wis in Abb., 3.5 gezeigt annehmen.

Abb. 3.6 Angenommene Farbverteilung




Gibt es keine 2,4=Kempekette von a nach ¢, dann kdnnen wir
eine 2,4~Farbvertauschung von a aus vornehmen; die resultie=
rende Farbverteilung zeigt Abb, 3.7, wobei v die Farbe 2
erhdlt. Gibt es keine 2,3-Kempekette von a nach d, dann kinnen
wir von a aus 2,3=-vsrtauschen, mit der resultisrenden Farb-

verteilung von Abb. 3.8.

Abb, 3.7 Farbverteilungen Abb, 3.8

Unsere bisherigen {berlegungen haben uns gezeigt, daf unser
minimales Gegenbeispiel G im Widerspruch zur Annahme vier=
fadrbbar ist, wenn es entweder keins 2,4-Kempsekette von a

nach ¢ oder keine 2,3=-Kempekette von a nach d enthidlt. Also

muB ein Gegenbeispiel beids Ketten enthalten,

Kempe unterschied die drei FHlle von Abb, 3.9, In allen drei
Fdllen kann man 1,3=~vertauschen von b asus, ohne die Farbe
von d zu Zndern, denn es existiert keine 1,3-Kempekette von
b nach d. In gleicher Weise kann man 1,4=~vertauschen von e
aus, ohne die Farbe von ¢ zu #ndern, denn es existiert keine

1,4=-Kempekette von e nach c.
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Abb, 3.9 Kempes Fallunterscheidung




Nun vertauschen wir die Farben 1 und 3 von b aus sowie die
Farben 1 und 4 von s aus und erhalten die Farbverteilung von

ﬁi}b* 3'2}8#

3 4

Abb, 3.10 Farbverteilung nach doppelter Farbvertauschung

Wir kidnnen jetzt die Ecke v mit der Farbe 1 firben, Somit
ist unssr Gagenbeispiel im Widerspruch zur Annahme vierfirhe-
bar, und daraus folgt dis Richtigkeit des Vierfarbensatzes,

G.2.d,
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3.2 Der Finffarbensatz

1890, elf Jahre spiter, fand Heawood den Fehler in Kempes
Beweis, Erinnern wir uns des letzten Falles aus Abschnitt
3.1; hierbei waren die Nachbarecken eines Pentagons v nach

Entfernen desselben aus dem minimalen Gegenbeispiel G mit

vier Farben gefdrbt worden (Abb., 3.11).

a

d o)

Abb. 3.11 Viergefdrbte Umgebung eines Pentagons

Kempe hatte korrekt hergeleitet, dal es eine 2,4-Kempekette
von a nach c und eine 2,3-Kempekette von a nach d geben muB,
aber er untersuchte nicht den Fall, daB sich beida Ketten
kreuzen (siehe Abb., 3.12 = egin geradezu klassischer Fehler:
unvellstdndige Fallaufzdhlung, auf den wir noch dfter stoBen
wverden). Nun ist es immer noch mdglich, die Farben 1 und 3
von b aus zu vertauschen, ohne die Farbe von d zu &Endern,
Doch dies kdnnte die 2,3-Kempeketts von a nach d zerstidren
(Abb. 3.13). wir haben also keine Garantie mehr, daB nach
einer 1,4-Farbvertauschung von e aus die Ecke c immer noch

die Farbe 4 haben wird,

Heawood versuchte diesen Fehler zu berichtigen, doch konnte
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Abb., 3.12

Zwel sich kreuzends

Kempeketten
4 2
1
4
2
a
2
1 E} b @3
Abb., 3.13 2
Farbvertauschung
zerstirt Kempekette d c 1
3 4
4
' 2
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ger lediglich bewelsen, dal jeder ebsne Graph finffirbbar ist.

Finffarbensatz: Jeder ebsne Graph ist fUinffErbbar,

Beweis: Wie Del Kempes Bewels neshmen wir die Existenz sines
Gegenbeispiels an. Damn gibt es auch egin minimales triangu=-
liertes Gegenbeispiel 0, das wis alle Triangulationen einen

der Graphen aus Abb., 3.2 als Teilgraphen enthalten mu.

Kempe hat bereits bewissen, dal die Annahme eines Gegenbeli=
spiels zum Widerspruch fihrt, falls disses eine Zweier=,
Dreier— oder Viererecke enth#lt, Nehmen wir also an, G ent=-

halte sine Finferecke, das Pentagon v,

Entfernen wir v aus G, so erhalten wir einen nsuen Graphen GY,
der fUnffirbbar ist, da G ja eine minimales Gegenbeispiel

war, Nun firben wir ' mit fUnf Farben, Benutzen die Ecken

a, b, ¢, d und e weniger als fiinf Farben, dann kdnnen wir v
wisder himzufilgen und mit siner der noch verbliebenen Farben

farhen,

Der einzige noch zu untersuchends Fall ist jener, in dem die

fcken a, b, ¢, d und e alle verschieden gefdrbt sind (Abb., 3.14),

a ¢ 1
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G!' kann nicht zugleich eine 1,3=Kempekette von a nach c und
geine 2,4~Kempekstte von b nach d enthalten., Daher kinnen wir
entweder die Farben 2 und 4 von b aus oder die Farben 3 und
1 von ¢ aus vertauschen, und erhalten so eine FHErbung von G',
weleche nur vier Farben fir die Ecken a, b, ¢, d und 8 verwven-
det., Nun kinnen wir die Ecke v wieder hinzufiigen und sie mit
der finften Farbe firben, im Widerspruch zu unserer Annahme,

q& a» é#




