KAPITEL 2

BEGRIFFE UND DEFINITIONEN DER GRAPHENTHEORIE

In ihrer historischen Gestalt behauptet die Vierfarbenver-

mutung, daB jede Landkarte mit nur vier Farben so gefirbt
werden kann, daB keine zwei benachbarten Lénderidie gleiche
Farbe haben., Unter "benachbarten" Lindern sind solche zu
verstehen, die eine Teilstrecke der Grenzlinie gemeinsam
haben; zwel Ldnder, die nur in einem einzigen Punkt oder in
einer endlichen Anzahl von Punkten zusammentreffen (wie die
Sticke eines Kuchens), socllen nicht als benachbart angesehen
werden, Ferner soll jedes Land aus einem einfach zusammen=-

hidngenden Gebiet bestehen,

Bel dem Vierfarbenproblem kSnnen die Karten entueder in der
Ebene oder auf der (Oberfliche einer Kugel gezeichnet werden,
Die beiden FHlle sind Zquivalent: denn jede Karte auf der
Kugel kann auf der Fbemne dargestellt werden, indem man sich
im Innern eines der Linder A ein kleines Loch gebohrt denkt
und die verbleibende Oberfldche so deformiert, dal sie schliel=-
lich flach in einer Ebene liegt., Natlirlich haben sich dabei
die Flichen der Linder und die Winkel zwischen ihren Grenz-
linien verdndert. Aber disjenigen LEnder, die vor der Defor-
mation einander benachbart waren, sind es auch nach der De-
formation, und diejenigen L&nder, die vor der Deformation
einander nicht benachbart waren, sind es auch nach der Defor-

mation nicht. Die so entstandens sbene Karte ist dann die

einer "Insel", die aus den lbrigen Lindern besteht, umgeben
von einem "Meer", das aus dem Land A basteht. Umgekehrt kann

man, indem man diesen VYorgang rickgéngig macht, jsde derartii



ebene Karte auch auf der Kugel darstellen. Wir kdnnen uns

daher auf Karten auf der Kugel beschrinken,

Die FErbung einer Landkarte ist eine Abbildung, die jedem
Land der Landkarte eine Farbe so zuordnet, daB je zwei be=-
nachbarte Lander verschiedene Farben erhalten. £ine Landkarte

* heist n=-farbbar, wenn es eine F3rbung von c* mit n oder

G
weniger Farben gibt, Wir sind nun in dsr Lage, das Vierfar=-
benproblem zum Vierfarbensatz zu formalisieren (historisch

gesehen zur Vierfarbenvermutung):

Vierfarbensatz: Jede sbene Landkarte ist visrfirbbar.

Es gibt eine Reihe zum Visrfarbensatz Zquivalenter Sdtze, aus
deren Richtigkeit die Richtigkeit des Vierfarbensatzes folgt.
(Die Umkehrung gilt allerdings nicht immer,) In der Tat be=-

wissen Appel und Haken den Vierfarbemsatz nicht in der oben

angsefihrten, sondsern in einer dgquivalenten graphenthecretischen

Form, Die Beschdftigung mit einigen graphentheorstischen
Grundlagen bleibt uns daher nicht erspart. Dieses Kapitel
bringt allerdings nur solche Begriffe und Definitionen, deren
Kenntnis zum Verstehen der Beweisfihrung notwendig ist, Oie
Terminologie stammt weitgehend aus dem Buch "Graphentheorie"

von Frank Hararvy.




s

anen

ot
“t
s

2.1 Defini

Fin Graph G besteht aus einer endlichen, nicht leeren Menge V
von p Ecken zusammen mit einer gewissen Menge X von g zwel=
glementigen Teilmengsn von ¥V, Jedes ungeordnete Paar x = {u, y}
{(u # v) von Ecken, das zu X gehdrt, ist eine Kante von G und
man sagt, x verbindet u und v, Wir schreiben x = uv und sagen,

daf3 u und v benachbart sind., Die Eckse u und disg Kante x inzim

disren miteinander, ebenso v und x, Wenn zwei verschiedens
Kanten x und y mit einer gemeinsamen tcke inzidieren, dann

heiBen sie benachbarte Kapten, Ein Graph mit p Ecken und g

Kanten wird ein {p,q)=Graph genannt,.

Es ist Ublich, einen Graphen durch ein Diagramm darzustellen
und sich darauf zu bezishen, als sei dies der Graph, So sind
im Graphen von Abb, 2,1 dis Ecken u und v benachbart, aber
u und w sind es nicht; die Kanten x und y sind benachbart,
aber nicht x und z, Obgleich sich die Kanten x und z im Dia-

gramm schneiden, ist ihr Schnittpunkt keins Ecke des Graphen,

Abb., 2.1 Ein Graph zur Erlduterung der Relation benachbart



Eine Schlinge ist eine Kante, die eine Ecke mit sich selbst
verbindet, Man beachte, daB die Definition eines Graphen
keine 5chlingen zuld8t. Sind zwel Ecken durch mehr als gine

Kante miteinander verbunden, so nennt man diese Kanten mehr-

fache Kanten. Ein Graph, der mehrfache Kanten enthdlt, wird

flultigraph genannt. UWenn sowohl Schlingen als auch meghrfache

Kanten zugelassen werden, haben wir einen Pseudographen,

Abb, 2.2 zeigt einen Multigraphen und einen Pseudographen
mit dem gleichen "zugrunde liegenden Graphen®", ndmlich einem

Dreieck,

Abb, 2.2 Ein PMultigraph und ein Psesudograph

Zweil Graphen sind isomorph (bezeichnet mit G = H), wenn eine
bijektive Abbildung zwischen ihren Eckenmengen existisrt,
die die Relation "benachbart" enthidlt, 7Z.B. sind 81 und 62

von Abb, 2.3 isomorph, wie die Abbildung viiﬂhui zeigt.

Abb, 2.3 Isomorphe Graphen




£in Tellgraph eines Graphen G ist ein Graph, dessen fcken
und Kanten zu G gehdren, Wenn Gy ein Teilgraph von G ist,

dann ist § CObesrgraph von G?. £in aufaspannender Teilaraph

van G ist einm Teilgraph, der alle Ecksn von 0 enthglt, In

Abb, 2.4 ist G,, aber nicht Qi gin aufspannender Teilgraph
van G,
&  J & &
G : 6&: {31;
|

abb., 2.4 Ein Graph und zwel Teilgraphen

venn G ein Graph ist, und x eine Kante von G, dann ist § = x
der Graph, den wir erhalten, wenn wir x aus 0 sntfernen.
YJann v eine Ecke von G ist, dann ist G - v der Graph, den

¥
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rhalten, wenn wir v und alle mit v inzidierenden Kanten
en

aus G tfernen., Falls also G der Graph aus Abb, 2.1 ist,

Find

dann ist G = x der Graph von Abb. 2.5 (a), und G - u ist der

Graph aus Abb, 2.5 (b).

(a) (b)

Abb, 2,5




2.2 Kantenfolgen und Zusammenhang

Eine der eslementarsten Eigenschaften, die sin Graph besitzen
kann, ist der Zusammenhang, In dissem Abschnitt entwickeln
wir die grundlegends Struktur zusammenhingender und unzusam-

menhidngender Graphen,

Fine Kantenfolge eines Graphen 1ist sine alternisrende Folgse

von fcken und Kanten Var Xqs Vs seey V b Vs die mit

n=1* "n?

je einer Ecke beginnt und endet, und in welcher jeds Kante
mit den beiden verschiedenen Ecken inzidiert, die in der
Folge unmittelbar neben ihr stehen, Diese Kantenfolge ver=
bindet Vo mit Vo und kann auch mit VoVqloesaVy bezeichnet

werden (dis Kanten sind aus dem Zusammenhang klar); sis wird

manchmal auch eine va,vnuxantsnfmlge genannt, Sis i1st geschlassen

wenn v, o= v ist, und sonst offen. Sie ist ein Kantenzug, wenn
alle Kantaen verschieden sind, und sin eg, wenn alle Ecken

(und somit srst recht alle Kanten) verschiedsen sind. Wenn die
Kantenfolge geschlossen ist, heilt sie ein Krsis, vorausgesetzt

ihre n Eckan vy, Vy, «es, Vv sind verschieden und n 2 3,
In dem Graphen von Abb, 2.6 ist VyVoVgVoVag gine Kantenfolge, die
kein Kantenzug ist, und v,v, vy, V Vs ist ein Kantenzug, der kein

Weg isty Vol ist ein Ueg und VoV, VeV, ist ein Kreis,

U{; ’ US

®

1 Vo V3

abb. 2.6 Ein Graph zur Erlduterung von Kantenfolgen
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Wir bezeichnen mit Cn geinen Graphen, der aus einem Kresis mit
n Ecken besteht, und mit P, einen Weg mit n Ecken; Cxz wird

oft ein Dreisck genannt.

£in Graph ist zusammenhdngsend, wenn je zwel Ecken durch einen

Weg verbunden sind, andernfalls ist er nicht zusammenhdngend.

Der Graph von Abb, 2.7 ist nicht zusammenhingend.

Abb. 2,7

Kann ein Graph G durch Entfernen von n - 1 Ecken nicht un= ..

zusammenhingend gemacht werden, soc nennt man ihn n-zusammen-

hdngend, Der Graph von Abb., 2.8 ist 2-zusammenhZngend, aber

nicht 3=-zusammenhingend,

7

Abb, 2.8

Fine Artikulation eines Graphen ist eine Ecke, deren Entfernung

einen zusammenhingenden Graphen unzusammenh&ngend macht., In

Abb, 2.9 ist v eine Artikulation, aber w nicht,

3
;
i
:
]
3
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Abb. 2.9

Der Grad einer Ecke Ve im Graphen G, bezeichnet mit grad Vi
ist die Anzzhl der mit vy inzidierenden Kanten, Da jede Kante
mit zwei Ecken inzidiert, trZgt sie den Wert 2 zur Summe der
Grade der Ecken bei, Wir haben so ein von Euler gefundenes

Frgebnis, welches der erste Satz der Graphentheorie uar,

Satz 2.13 Die Summe der Grade der Ecken des (p,q)=Graphen G

ist gleich der doppelten Anzahl der Kanten:

igrad v, = 2q
=4

Es ist bequem, fir Ecken mit kleinem Grad Namen zu haben,
Die Fcke v ist isoliert, wenn grad v = 0 ist; sis ist einse
Endecks, wenn grad v = 1 ist, Ecken hdheren Grades bezeichnen

wir auch mit 2=f£cke, 3=Ecke usu.

£in Graph ist kreislos, wenn er keinen Kreis enthidlt, £in
Baum ist ein zusammenhingender, kreisloser Graph. Abb., 2.10

gibt drei Beispiele fir BEume,

Abb,., 2.0




Jir besnden diesen Abschnitt mit einem Satz, den wir spidter

zum Bewels der Fulerschen Polyederformel verwenden werden.

Satz Z.2: Fir einen Baum mit p Ecken und g Kanten gilt

p =g+
Bewels: Nach Definition ist ein Baum sin zusammenhdngender,
kreisloser Graph. Wir beweisen p = g + 1 lurch Induktion.
Dies gilt offensichtlich flr BHume mit ein oder zwei Ecken,
Setzen wir voraus, dal es fir alls BEume mit weniger als p
Ecken gilt, Der Baum § habe p Ecken, Durch Entfernesn siner
belisbigen Kante von G wird G unzusammenhingend, da Jjg zwel
Ecken von G durch gensu einen Weg verbunden sind., Der so
entstandene neue Graph besteht aus genau zwel Baumen. Nach
Induktionsannahme hat jsder dieser BBume um eins mehr Ecken
als Kanten, Somit mufB die gesamte Anzahl von Kanten in G

leich p - 1 sein, g.=2,.d.

W3
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2.3 Ebene Craphen

In diesem Abschnitt betrachten wir dis geometrische Darstel=-
lung von Graphen auf Oberfl#chen beliebiger Kdrper. Dabeil

benutzen wir die Begriffe "Ecken" und "Kanten" fiir abstrakte
Graphen und "Bunkte" und "Linien® fiUr ihre geometrische Dar-

stellung.

Sei S die Oberflidche eines beliebigen KOrpers. Dann heiBt ein

Graph G in die FliAche 5 eingebettst, wenn er so auf $ gezeich=-

net ist, dal sich keine zwei Linien schneiden., Ein Graph ist
pléattbar, wenn er in die Ebene eingebettst werden kann; ein
ebener Graph ist bereits in die Ebene eingebettet, Zum Beispisl
ist der Graph von Abb. 2.11 (a) pldttbar, da er zu dem ebenen

Graphen in Abb. 2.11 (b) isomorph ist.

(a) (b)
Abb, 2,11 Ein pl&ttbarer Graph und eine Einbettung

Wie die geometrische Darstellung veranschaulicht, zsrteilt
ein ebener Graph die Ebene in mshrere Gebieste, wobei das

unbeschrinkte Gebiet auch ZuBeres Gebiet genannt wird. Der

ebene Graph von Abb., 2.12 hat drei Gebiete, ?3, f2 und das
AuBengebiet Fz. Yon diesen ist nur f2 durch einen Kreis be-

grenzt,




L.
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Abb, 2.12 Ein sbener Graph

Im Jahre 1736 begrindete Fuler die topologische Graphentheorie,
indem er bewies, dal fir jedes sphidrischs Polyeder mit V Ecken,

£ Kanten und F Fldchen V - E 4+ F = 2 gilt, Da wir zum Beweis
des Visrfarbensatzes ausschlieBlich ebene Graphen betrachten
werden, wollen wir nun die Eulersche Polyederformel in ihrer

Formulierung flir ebene Graphen beweisen,

Satz 2,3 (Fulersche Polyedserformel flr sbene Graphen): Fir

jeden zusammenhidngenden, ebenen Graphen mit p Ecken, g Kanten
und © Gebisten gilt

p =g+ = 2,

Bewels: Wir beweisen die fulersche Formel wieder durch In-
duktion, Seili G ein zusammenhdngendsr, ebensr {Graph mit p
Ecken, g Kanten und r Gebisten, Falls G ein Baum ist, so

gilt p g + 1; dies war die Aussage von Satz 2.2, Da anderer-

i

seits ein Baum nur ein CGeblet hat, sein Aulengebiet ndmlich,
gilt flr BEume r = 1., Also gilt dis fulersche Formel fir

BRume,

Falls G kein Baum ist, dann kSnnen wir, da G nach Voraussetzung
zusammenhingend ist, eine Kante nach der anderen entfernsn,

bis wir einen Baum erhalten (Abb. 2,13),



Abb, 2,13

Jedesmal, wsnn wir eine Kante entfernen, vermindern wir die
Anzahl der Gebiete um 1. Wenn wir nun x Kanten entfernen
muBten, um aus G einen Baum zu machen, dann hat der Baum

0 Knoten, g - x Kanten und r - x Gebiete, Da wir schon wissen,

daB die Eulersche Formel fiir BHume gilt, erhalten wir
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p=(a=-x)+r-x=2,

2
und damit p=-g+rT =2, g.8.d.

Die Eulersche Formel 188t sich nicht nur auf die Ebene, son=-

dern auch auf andere Oberfléchen anwenden, Allgemein gilt
p=-g+T =2 =~ 29

(ohne Beuweis), wobei die Zahl 2 = 2g die Eulersche Charak-

teristik der Flidche ist und die Zahl g das Geschlecht der

Fléche. Das Geschlecht einer Fldche ist definiert als die
grdBte Anzahl von sich nicht schneidenden, einfachen geschlos=-
senen Kurven, die man auf der FlHche zeichnen kann, ohne sia

zu zerlegen, Danach ist das Geschlecht der Kugel 0, das des
Torus 1, das der Brezel 2 usw, Ein Graph hat das Geschlecht

n, falls er in sine Fliche mit dem Geschlecht n eingebettet
werdsn kann, aber nicht in sine Fldche niedrigeren Gasschlechts,
Ein ebener Graph hat das Geschlecht 0, da jeder Graph, der

in die Kugeloberfliche eingebsettet werden kann, auch in die

Ebene eingebettet werden kann, und umgékehrt.

Der nicht pldttbare Graph Kg 2 (Abb., 2.14) hat das Geschlecht
1
1, da er sich in die Oberfl&che eines Torus einbetten 1HG6t

(Abb, 2.15), nicht aber in eine Kugeloberfliche,

Abb, 2,14 Der nicht pl&dttbare Graph Kq 3
?
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Die vielleicht frustierendste Tatsache beim Vierfarbenprecblem
ist die felative Leichtigkeit, mit der sich das entsprechende
Ergebnis bei Graphen htheren Geschlechts erzielen 138t., So
ist schon lange bekannt, dal sechs Farben fiir das Mobiussche
Band und fir die Kleinsche Flasche notwendig und hinreichend

sind, wdhrend es beim Torus sieben Farben sind,

Um die Aquivalenz zwischen der urspriinglichen und der graphen-
theoretischen Formulierung des Vierfarbensatzes zeigen zu
konnen, benttigen wir noch den Begriff des "geometrisch Dualen”,

Zu einem ebenen Graphen G wird sein geometrisch dualer Pseudo-

graph oder sein gesometrisch Duales G* auf folgende UWelse

konstruiert: man zeichne in jedes Gebiet von G (einschlisBlich
des AuBengebistes) einen Punkt, und wenn zwei Gebiete lHngs
giner Linie aneinandergrenzen, verbinde man die entsprechenden
Punkte durch eine Linie x*, die nur x schneidet. Das Ergebnis
ist immer ein Pseudograph, wie in Abb., 2,16 dargestellt, wo

G die ausgezogenen Linien und sein Duales c*® die gestrichelten

Linien enthilt.

Abb, 2,16 Ein ebener Graph und sein geometrisch Duales

Nach Definition ist das geometrisch Duale eines zusammenhine
genden, ebenen Graphen G auch eben, und es folgt, dal das

Duale des Dualen von G der urspringliche Graph G ist.
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Am Anfang dieses Kapitels haben wir die FHrbung einer Land-

karte definiert und dann den Vierfarbensatz formuliert,

yisrfarbensatz: Jesde ebene Landkarte ist vierfirbbar.

Wenn wir nun die F3Arbung eines Graphen definieren als eine

Abbildung, die jeder Ecke des Graphen eine Farbe so zuordnet,

daB8 je zwei benachbarte Ecken verschiedene Farben erhalten,

dann lautet das graphentheorstische Aquivalent zum obigen Satz:

Yierfarbensatz (4FS): Jeder pldttbare Graph ist vierfdrbbar,

Um die Aquivalenz beider S3tze einzusehen, nehmen wir die
GlUltigkeit des 4FS an, und sei c* irgendeins ehbene Landkarts,
Sei G das geometrisch Duale von c*. Da zwei Linder von g*
genau dann benachbart sind, wenn dis entsprechenden Ecken

von G benachbart sind, ist die Landkarte somit vierfizrbbar,

da der Graph G vierfarbbar ist,

Nebmen wir nun umgekshrt an, jede ebene Landkarte sei vier-
férbbar, und sei H irgendein plHttbarer Graph. Ohne Beschrén-
kung der Allgemeinheit k&nnen wir H als zweifach zusammen-
hangenden, ebenen Graphen voraussetzen,., Das Duale H* von H
sei so gezeichnet, daf jedes Gsbiet von H* genau einen Punkt
von H einschlieBt, Der zusammenhingende, ebene Multigraph n*
kann in einen ebenen Graphen H! umgewandelt werden, indem

man auf jede Linie aus einer Menge mehrfacher Linien einen
neuen Punkt setzt, Die Vierfdrbbarkeit der Landkarte H' lie=-
fert nun die Vierfdrbbarkeit von H, womit der Nachweis der

Fquivalenz erbracht ist,
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Zum Schluf wollen wir noch die sogenannten maximal ebenen

Graphen oder Triangulationen betrachten. Ein zusammenh#ngender,

~

ebener Graph G heiBt maximal eben oder triangular, wenn zu G

keine Kante mehr hinzugefligt werden kann, ohne die Bedingung
der Ebenheit zu verletzen, Offensichtlich sind alle Gebiste
eines solchen Graphen drsieckig, also von genau drei Kanten

begrenzt (daher auch der Name Triangulation).

Wir werden in den folgenden Kapiteln nur noch mit Triangula-
tionen arbeiten, da die Fdrbung maximal ebener Craphen nur
schwerer sein kann als die F3arbung ebener Graphen, nicht aber
leichter, Dies folgt unmittelbar aus der Tatsache, daB dise
Zahl der paarweise benachbarten Ecken in einer Triangulation
hoher ist als in einem nicht triangularen ebenen Graphen der
gleichen Eckenzahl; andererseits bleiben dis schon basstehenden

Nachbarschaftrelationen auch bei einer Triangulisrung erhalten.

WUenn wir daher den Vierfarbensatz flr alle Triangulationen
bewiesen haben, so haben wir ihn obne Beschrinkung der All=

gemeinheit fUr alle pldttbaren Craphen beuiesen,



